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Ö ×ZØ�Ù�Ú�ÛWÜAØ�ÙÝØ�Þ0ß-ß�à�á´âSã�äåá'æUÚ�ç�Ü�Þ0è�è�éQÜ�êëã�äåá'æUÚ�ìåã>èZá	Ü*í�îÊãAïÍé$ÜAØ@í�ðñÚ!Ú!ò/è}è�Þ�ó�í
äVÜAô�Ú1è õ�ö
÷ ¯ ÷ ²À����¡N�1����£Z�N�����%¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯h�sø÷ ¯ù� °�¡N�Z���ª¤2�½�A�s¡ �ª�Z� ¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯h��ú÷ ¯ûø ü�¼���£��s� ���sý���¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ1�»�N��¡ ý-�s£Z���sý0Î����!���H� ¤"�����ª��¡ÿ��¼A�s� 38 ¯�¯h���÷ ¯�� ü�¼���£��s� � g > 38 ¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯ ø��÷ ¯ùú ü�¼�����������Åz��������¼��§�!�����ª�½�P¢2�sý���¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�»�N��¡ ý-�s£Z��� ¯å¯�¯�¯å¯�¯��!ú÷ ¯�� «]¥�¥>�������½Å ¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯����÷ ¯���¯ ÷ Á¹�ª�1�ª�N��¡ �H�s���ÊµH�ª��¤2�s���*¾ÀµH�!£ ¼8�N¼����s¡N��¤ ¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯����÷ ¯���¯û� ü�¼��å���Z���Z¡N¤����A�_�����s����ý��
	A�s� ���»�sý4���ªþ��¡ ���!�N�©����ýR��¡N¤���º»�½��¼z�1�����/¡ ���N�ª�����

������¼��§¡N�s¤2���A£������ª�s��¥>���ª�!��� ¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯���÷ ¯���¯ ø ü�¼�����Ç!�A�_�����s���4��Ç!���½���s�ª���!�0���¹�N¼��x£��������ª�N�����å�sý�� Å*��� �N����£Z���sý���	�¡N�s��£´¼����
¤2�ª���ª¤2����N��¡¶ý-�s£���¯ ¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯hús�

õ � ìåã>èZá	Ü*í�îÊãAïÍé$ÜAØ@í�ðñÚ!Ú!ò/è�á â@ê±Ú�è�ÞUó'ä³ÜAô�Ú}à-Ø H2 × R � ö�1¯ ÷ ²À����¡N�1����£Z�N�����%¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯húsø
�1¯ù� °�¡N�Z���ª¤2�½�A�s¡ �ª�Z� ¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯hú��
�1¯ûø �Ê�ª���ª¤"����Îs¡��s¥�¼��»��� M2 × R ¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯hú�ú
�1¯�� ü�¼���¤"��¥�¥�����Îp¥�¡N��¥>�Z¡ �N�������sý0�N¼�� · �s¥��©��£��K��¥>�Z¡����N��¡T¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯hú��
�1¯ùú «Wý-�s¤2�ª�½¢2�sý0¤2�ª���ª¤2����N��¡ ý-��£��Z�]£Z����� �K�N� M2 × {0} ¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯hús�
�1¯�� ü�¼���£����N�����s������� M2 × R ¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�� ÷
�1¯�� «Wý-�s¤2�ª�½¢2�sý0¤2�ª���ª¤2����N��¡ ý-��£��Z�]£Z����� �K�N�2�p£����N�������ª�z�s� S1 × [rε, 1]

¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯���ø
�1¯û� ü�¼��}¡N�Z�©�_�����s��	>���Pºÿ�����T��¼�� ¤2���s�k£���¡¶�����N��¡N�Z���sý��$�N��¡ ý-��£������ D2 × R º»�ª�N¼

¡ ���N¥>�Z£Z�H���p�Pºÿ�����ªþ��¡ �����H¤��Z��¡ ��£Z� ¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯����
�1¯�� « �N£�������� ¨ �s� �´�_¾À¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ1���À¢1¥>���N��¡ ý-�s£Z� ¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯��s�

�1¯���¯ ÷ ü�¼�� ¨ �s� �´�_¾À¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ1�»� ��¡ ý-�s£Z�s¯ñ¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�� ÷
�1¯���¯û� ü�¼�� Æ �s£Z��	��/�s¥>��¡��_����¡ ¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯���ú

�1¯ ÷ ��«]�k���������ª�N�Ê����¤������ �������s��ý-��¤2�ª�½¢[�sýK¤������ª¤��s��� ��¡ ý-��£����2º»¼���£´¼T�s¡ � £Z����� �Ê�N�[�
£Z��¤�¥A�s£Z�»¥A��¡ �»�sý��p�N£��s���Z� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�»�À¢1¥>���N��¡ ý-�s£Z���ª� M2 × R. ¯å¯��s�

�1¯ ÷�÷ ü�¼���¤"�_��£´¼�����Îp��ý ¨ �s��£ ¼�¢��A���´� ¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ���
�1¯ ÷ �Y«]¥�¥>�������½Å ¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ���

ø



�1¯ ÷ �1¯ ÷ ¸¹�s¡ ¤2�s����£m� Å1�������N���s�Ê��¥>��¡N�����s¡N�Ý¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ���
�1¯ ÷ �1¯ù�~ü�¼���¥�¡ �1�sý0�sý4¥�¡N��¥>��� �ª���ª���z�*¯���¯û� ¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�� ÷
�1¯ ÷ �1¯ûø �Ê������¤2�s�Î�¡N�s¥�¼��»�ª� (D2 × R, ghyp) ¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯���ø
�1¯ ÷ �1¯�� �Ê������¤2�s��N��¡ ý-�s£Z���H�sý4¡ �s�´�_�����s����� (D2 × R, ghyp) ¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯���ú

ö ��Ø�Ú1Ø�Ù/í á	ã�íNÚ*Ø�ÙXô�ã>Ø0èZá�ó�Þ�ôsá'àRãØ+ä³ã�ó8è�à-Ø��>ß�â ê±Ú!ó_àRã/Ù0à-ô�é\à-Ø0à-éQÜAßÍè�ÞUó_äVÜAô�Ú1è ���
ø*¯ ÷ ²À����¡N�1����£Z�N�����%¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯����
ø*¯ù� «]���ª���A���½����ý-��¤2�ª�½¢\��ý��*£´¼���¡ Ä[�P¢1¥>�Ê¤������ª¤2����� ��¡ ý-��£��Z�"£Z����� �z�N�$�G¼���¡N�ª¬������´�s�

¥>�Z¡N�ª�*����£� ����H�s���1�����ñ¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ � ÷
ø*¯ûø « ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�»�À¢1¥>��� ��¡ ý-�s£Z�§º»�½��¼!	>���!�

£������Z�����ª�A�s�@�Z����� ¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ���
ø*¯ûø�¯ ÷ ü�¼��mý-�s¤���� ¢��sý ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤"���*¾¶�Ê�Z��Ä!��� ��¡ ý-�s£Z����º»�½��¼"	>�Z�!�»£������Z�����ª�A�s�

��������¯§¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷�÷ �
ø*¯�� «]�z�����A���ª���m���ª¤2�Z���N�ª���A�s�>ý-�s¤2�ª�½¢2�sý0¤2�ª���ª¤2����N��¡¶ý-�s£��Z�]£Z����� �K�N� Mk(ξ)

¯�¯�¯�¯å¯ ÷s÷ �
ø*¯ùú #�� µ ��Å��s¤�¥��ª��� ¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ���

ø*¯ùú*¯ ÷ Mσ,α,β
�s�H�pÎ�¡���¥�¼z�	����¡ {x3 = 0}/T ¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯ ÷ �sø

ø*¯ùú*¯û� °4�s¡���¤2����¡N�ª¬����N�ª���8�sý0�N¼��$#�� µW� Å��s¤�¥����K������¼��§£Z¢1�ª��������¡Q¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ���
ø*¯�� ü�¼�� Æ �s£���	��/��¥>�Z¡����N��¡»��	>�����%#�� µW� Å��s¤2¥����Z�$¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ���

ø*¯���¯ ÷ ü�¼���¤2�s¥�¥�����Îp¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z�»�sý���¼�� Æ �s£Z��	��/�s¥>��¡��_����¡]¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ øs�
ø*¯�� «Wý-�s¤2�ª�½¢2�sý0¤2�ª���ª¤2����N��¡ ý-��£��Z�]£Z����� �K�N� M̃σ,0,β

�s��� M̃σ,α,0
¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ øs�

ø*¯û� ü�¼���¤"�_��£´¼�����Îp��ý ¨ �s��£ ¼�¢��A���´� ¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ��ø
ø*¯û��¯ ÷ ü�¼���¥�¡ �1�sý0�sý0�N¼����s¡N��¤ ø�¯ ÷ ¯û�\¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ��ø
ø*¯û��¯û� ü�¼���¥�¡ �1�sý0�sý0�N¼����s¡N��¤ ø�¯ ÷ ¯ ÷ ¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ���
ø*¯û��¯ ø ü�¼���¥�¡ �1�sý0�sý0�N¼����s¡N��¤ ø�¯ ÷ ¯ ø[¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ú��

ø*¯�� «]¥�¥>�������½Å�« ¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ ús�
ø*¯ ÷ ��«]¥�¥>�������½Å'& ¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ úsú
ø*¯ ÷�÷ «]¥�¥>�������½Å ¨ ¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯�¯å¯�¯�¯å¯�¯ ÷ � ÷

(*),+.-!/%0*13254"6$257 25-98�:
²Hºx�����ª�G���ªÄs���N����¼A����Ä�¤É¢��N¼���� �����s���1��� ��¡� · ����¡N�Z�!�å¸¹�s��� º»��¡¶��¼@/º»¼��z������¡N�1����£��Z�Q¤��p�N����¼��
¤������ª¤��s��� ��¡ ý-�s£Z���ÿ�N¼����s¡ ¢2�����;	�¡ ����Î�¼��ÿ��������¡ ���¶������Îå¥�¡ ��	��ª��¤��±�N�É¤É¢D���N�N���������s�@�ýR��¡±¼����Í�ª�!�������*¾
��	��ª�§�s���1�ª£����s�����N��Î�Îs��� �N��������¯Í¸]�ª�»��	��N�Z¡ ���_�����s���»��¤�¥�¡N�	�������N¼��§£����s¡N�½�P¢2�sý0�N¼��Kºx��¡ Ä�¯
²±º»���N¼��N�p��¼��s��Ä��Q¯�� ��Î��A�s�ª���A�pµ»�1��¡NÈªÎ����Z¬K°0¦�¡N�Z¬§ýR�s¡�¼��	�1����ÎD¼��Z��¥>�Z�z¤��m���8��¼��K�¶������¢8�sý���¼��
������	��ª¢Q¥>�Z¡N���1����£2¤2�ª���ª¤2���±�N��¡ ý-��£��Z��¯ Ã ��¡ �N¼���¡ ¤2�s¡N�"� ¼�����¡ �Zº ��¼���¥���£�����¡N�Z�Éº»¼���£´¼ �s¥�¥>���s¡��ª�
��¼�������¼��Z�N�ª��¯

�



²x�s¤ �����N�p�����Z¥��ª¢��ª�����<	*������º»�ª�N¼ � ���N�N�ª¤2�ª�ª�������D°0�s�!���Z£��s¡ ����ýR��¡�¼��ª�»¼��Z��¥�ýR�����ª����� �H�����z����£Z����¡P¾
�sÎ��Z¤����!�H�s����ýR��¡�¼A�	�1�ª��Î��s£�£Z��¥��N���z���=	>�§¤É¢8� ��¥>��¡ �1�ª�N��¡Z¯
²ÿº»��� ¼z���D��¼A����Ä ¨ ���s�����ª�D«¹¡ ��¬�¬Z�8�s��� Æ ���sÇ!��Èª� °0¦Z¡N�Z¬��Ê��Ë���¬§ýR��¡»¼A���1����Î2�s£Z£��Z¥����Z� �N�.	>�§��¼��
¡N��ýR��¡ �����x�sý/¤É¢D�N¼���� ���x�s���2����Î�����¼��Z¡ÿº»�½��¼ Ã ¡N�s��ÄD°4�s£��s¡ �"ýR��¡Í¼A���*�ª��Î���£�£��Z¥����Z�8���>	>�H��¼��]¤2�Z¤D¾	>��¡ �H�sý���¼��K�N¼���� ���»£���¤�¤��ª� ���Z�s¯
²>£��s�����s�/ýR��¡ Î��Z�@�N¼�����¡NÎ��s����¬Z��¡ �/¿±¡ ��£�ü����?	����s�A���s����µH��	A��¼@�*�s�A�s¤S�sýBA<�*¦�¤����A����¡ �4���ÍÌK¦���¤�¦Z�N¡N�ª��A
���.AZ²À���¶���½�����§���2� ���N¼�¦�¤2�����ªÇ!�����K��� Æ ���N�N�ª���CAp���G°4��¡N���Z¯pü�¼��Z¢C��þ��Z¡N���G¤��p�N¼��D¥>���N� �D	��ª���½�À¢z���
Î��½���D�����s��Ä ��	>�����K��¼��p¡N��� ���ª�§�N¼��'º»�Q�ª�C£´¼A�s¥��N��¡å�*¯�ü�¼A���å�����ª�'ºÿ���}¤2���N���´�sÄs���s�*���s���´�sÎ��p�sý
Ç!�����¶���ª�����]�����z��	�� ��¡ �_�����ª���������D��¤�¥�¡ �'���¹��¼��Kº»¡N�½���ª��Îp�sý���¼��§£´¼A�s¥��N��¡Z¯
²�º»�ª�N¼"���É��¼��s��ÄD��¼��9A · ��	>��¡N�������ª¡N�H�BE «¹���s�ª¢1� �K�������§� ���N¼�¦�¤2���N��Ç!�������s¥�¥����ªÇ1��¦��Z�FA]�sý/��¼��m®]��� ¾
����¡ �N�½�P¢�°4��¡N���P¾P¿�� �]� �s¡ ����¾³�©�_¾HGÍ�s�ª�½¦��¹ýR��¡��N¼��§Ä1�ª���z¼��s�N¥��½�´�s�ª�½�P¢s¯
ü��I������� ¼�²åºx�������Y�ª��Äs���N�G�N¼A�s��Ä\��¼��Ê¤���¤J	>�Z¡N���sý]��¼���ý-�s£Z���ª�À¢[�sý¹��¼���ÌK¡��s���A������� £ ¼��1�s�H�ª�
� ���N¼���¤2���N��£�����ý�®H���ª���Z¡N�N�½�P¢�µ»��¤2�pü�¡ �§ýR��¡�¼��	�1����Îp�N¡N���¶�����Ê¤���¯
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ü�¼��ª����¼��Z�N�ª�»����¤2�s�����½¢2�������s���Z�z���p��¼��§£��s��� �N¡N��£������s�z�sý0���Zº ý-�s¤����½�ª�Z���sý4� Å��s¤2¥����Z�»�sý0¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z���H����¡ �ª���Z�zýR¡ ��¤ ��¼��Ký-��¤2�ª�½¢2�sý ¨ �s� �´�'¾P¸H�sþ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�H� ��¡ ý-��£��s¯
ü�¼��¹�¶�����*¢2�sý@¤2�ª���ª¤2���A� ��¡ ý-��£����x�ª� R3 � ���s¡ �N���2º»�ª��¼ · �sÎ�¡N�s��Î��H�ª� ÷ �����1¯�¸H�]� ���������Z�"�N¼��]¥�¡N��	1¾
���Z¤h�sý����Z�N��¡ ¤2�ª������Î"�"Îs¡��s¥�¼ �'���Z¡m�s����¥>�Z�}� �Z��R ��� R2 º»�½��¼Ê��¼��É� ¤"�����ª���¶�¹�s¡N���8�s¤�����Î"�s�ª�
��¼���� ��¡ ý-��£����»�N¼A���H�s�N� ��¤2�§Îs�ª���������s�ª�����»������¼���	>�������A�s¡¶¢���ýSRñ¯
²À� ÷ �����*1�Ê����� �����Z¡Í�N��¥�¥����ª�����§Î��Z��¤2����¡ ��£��ª�!�N��¡N¥�¡N�Z�������ª���p�sý�N¼��»¤2�ª���ª¤2����Îs¡��s¥�¼D��Ç!�A���N�����UT0��¼��
¤����s��£���¡¶�����N��¡N� H �sýÿ�8¤������ª¤2����Î�¡N�s¥�¼��_�s����� ¼����Z¯>VH�'ºx�s�A�	¢1�K�½�m¼A�s�W	>��£Z��¤��p£Z��� �N��¤2�s¡ ¢z���
��� �å��¼������Z¡N¤h¤������ª¤2���/� ��¡ ý-�s£Z�åýR��¡]���!¢z� ��¡ ý-�s£Z�É���_���ª� ý�¢1����Î H = 0, ���s�Àº»�½��¼�� ���s�����ª��Î��N¼���ý-�s£Z���¼����H� ��£´¼Ê�N��¡ ý-��£��Z�]��ý������z�������s�»¥�¡N�	�1�����§�D¤������ª¤É��¤ÓýR��¡���¼��å��¡N���*¯
²À�z�s�ª�>��¼��KÇ!���Z� ���ª������²Í�����s�ª���8º»�ª��¼��ª�8��¼��ª�xºx��¡ Ä�A�����K¤2�ª���ª¤2���>�N��¡¶ý-�s£��K¥����	¢1���N¼��KÄs��¢�¡N�s���s¯�²³�
���¹��¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤"�����*¾¶�z����Ä!�§� ��¡ ý-��£��s/��¼��D¤���� �mý-�s¤������m¤������ª¤2���0� ��¡ ý-�s£Z�s¯pü�¼��������N£Z�'���Z¡ ¢
�sý��N¼�� ¨ �s� �´�2�N��¡ ý-��£��åº����¹¡N�Z�N¥>����� �D	��ª��ýR��¡H�N¼��É¡ ��Ä!���������ª��Î2��ý���������¡ ���¶�m�ª� ¤�������¤��s�@�N��¡¶ý-�s£��Z�m�ª�÷ �����*¯å²À�}��¼����K¢����s¡ ¨ ¯ ¨ ��� �����N¼��	ºx���G���YX �*@ø�Z4��¼��p��Å*�ª� ���Z��£��D�sýÿ��£��s¤2¥��ª�Z�N�![-��¯ ��¯ª@�ª�m¼A�s�K���	>�������A�s¡ ¢�\]¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-�s£Z�p�sý]�����ª�N�É���s¥>������Î�¢�¯K²³�K¼��s�KÎs���!��� ÷ �s������¼�¡N������������¯å²À�YX ÷ ��Z�ÁÉ¯
¸]��þ�¤2�s�Ê�s���^Rñ¯¸�¯��z����Ä!�m² ² ²�� ¼��'ºÿ��� ��¼��å�Z¤9	>�Z�����Z������� �K�sý4��¼����H�N��¡ ý-�s£Z�"[R�V¯ �s¯��½�]���1���]���s�
�������Z¡N�N�Z£Z�»�½���N�Z�ªý_\�¯�®]�������>��¼A�_��¤2��¤������x��¼��K�s���ª¢2�s��¼���¡�Ä1���'º»�z��¤J	>�Z���A��	����m£���¤�¥��ª�Z���¹¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z���m��� R3 ºÿ��¡N�É�N¼��É¥��©�����s>�N¼��É£����N�����s���}����� ��¼��É¼��Z���ª£����ª�@¯Hü�¼��Z¢Êºx�Z¡N�����ª�N£��	����¡ ���}�'���Z¡
�Àºx�Ê¼1������¡N�Z�$¢����s¡N�É��Î���0�s���$�½�§ºx�s�å£��s�_� ��£�����¡ ���$�N¼A���§��¼��Z�N�2�����Dºx�Z¡N����¼��2�����ª¢}�Z¤9	>�Z�����Z�
£��s¤2¥��ª�Z�N�»¤������ª¤��s���N��¡ ý-�s£Z���Z¯ · ���N��¡ÍÁÉ¯1¸]��þ�¤2�s���s���=Rñ¯!¸å¯1�Ê���ZÄ!�x²N² ²4���^X ÷ ú1 ÷ �`Z>Î��Z����¡N�s�ª��¬��Z�
��¼��Dºx��¡NÄ��sý ¨ ¯ ¨ ��� ���z�N¼��	º»����Î���¼���� Å��ª� �N����£Z�"��ý���ý-�s¤���� ¢���ý�£Z��¤2¥��������D�Z¤J	>�������Z�$¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z���Hº»�ª�N¼z�N¼�¡N�Z�å�Z�����¹�s���ÊÎs���!��� k > 1. R$�����Z���s�N�@	!¢ Mk

��¼����N��¡ ý-�s£Z�å�sý4Î��Z�1��� k. ²³�]�ª�Ä!���'º������ ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�»�sý4Îs���!��� k.
«¹�G��¤�¥>��¡ ���s�!�K¥�¡N��¥>�Z¡ �À¢C�sýÿ��¼���¤2�ª���ª¤2���4�N��¡ ý-�s£Z���å�ª�K��¼��������G����Î��Z���Z¡��s£�¢�¯"ü�¼��2�����Q���ZÎ����1¾
��¡N�s£Z¢ �ª�¹���3�������C��� �N��¡ ¤2�¹�sý���¼���� ¥A�s£����sý���¼�� Æ �s£Z��	���ýR����£Z�N���s���m��� ��¼���� ��¡ ý-��£��s���¼����m���]��¼��
ýR����£����ª�����]º»¼��ª£´¼a	>�Z������Î2���2��¼��ÉÄs�Z¡N���Z���sý���¼�� Æ �s£Z��	��0��¥>�Z¡����N��¡�¯]ü�¼����¹��¥>�Z¡����N��¡]���]���3�A�����G�s�
��¼����ª�������s¡N�½¬������sý���¼��§¤����s��£���¡ �����N��¡N���s¥>��¡��_����¡Z¯
Æ ¯*°0¦�¡ ��¬m�s���"«É¯*µ»���ÿ���bXc� ÷ Z�N¼��	ºx���"��¼A���Í��¼��]�N�����sý@��¼��¹���s�8���ZÎ��Z����¡N�����¹¥�¡N��¥>�Z¡N�½¢��Z¤9	>�Z�����Z�
¤������ª¤��s�/� ��¡ ý-�s£Z���¹º»�½��¼^�����ª�N�����s���s��£Z��¡ �_������¡N�p�����b��Å*�Z������¥>�s����Î�¢��ª� R3, ¼A���m�2� �N¡N��£�����¡ ���sý�A���½���p����¤������N���s�A�s�4¡N���s� ¾P�s�A���½¢1�N�ª£�¤2�s���ªýR�s�ª�@¯�«]�å�s¥�¥����ª£����N�ª�����N¼��Z¢}�N¼��	ºx���G��¼A�_�§ýR��¡ Mk

º»�½��¼
2 6 k 6 37, ��¼���¡N�§��Å*���¶���]�pý-�s¤��ª�½¢"�sý0¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-�s£Z���»º»�ª��¼���¼�¡ ����¼���¡N�ª¬������´�s���������»��¼����]�s¡ ���	����s�������!	!¢����������ª�N���N�ª¤2�s����ZýR��¡ ¤"�_�����s���d	!¢ Mk.

ü�¼����»¡ ���N���ª�H�ª�5	A���N���Ê���Ê��ºx��¡NÄe[fX ø��`Zg\��sýh�¯V¹��¢������s���0º»¼���£´¼G�s� �N��¡ ���K��¼��������C����Î��Z����¡N�s£Z¢}�sý±��¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤"���*¾¶�Ê�Z��Ä!�K�N��¡ ý-�s£Z�D�s���ª¢Ê�ªý
�ª�N�»Î��Z�1���H�´��Äs���»��¼��K���s�ª�����»Î��ª���Z� ��	>�'���s¯ÿ²À�z¼�����ºÿ��¡NÄ!�¯iV]�	¢��_�´�s���/£Z��¤�¥������Z�z��¼������ª¤2�Z���N�ª���
�sý���¼���Äs��¡N�������s������¼����ª����� ÅY[R�V¯m��¯K�N¼����1��¤9	>�Z¡m��ý±�N¼�������Î������½�����Z��Î��Z�!�_�s�����Z�j\H�sý���¼�� Æ �s£Z��	��
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��¥>�Z¡����N��¡m��	>����� Mk
	����K�s���ª¢z�ªý 2 6 k 6 37. ¸]���N¼��'ºx�Z�C�N¼A���¹��¼������ª¤2�Z���N�ª��� �sý±�N¼���Äs��¡ �������Ç!�A����� 4. ü�¼���¡N�Z�N���½��������¡ �����s��� �¹�ªý k = 1 [-� ���kX ø��lZm\ ¯ Ã ¡N�s¤ ��¼A���4�ª�0ýR�s���ª�	º»����¼������s�p����Î��Z����¡N�s£Z¢�sý Mk.

²À��£ ¼��s¥����Z¡ ÷ ²0�N¼��	º���¼A���±�ª�±�ª�±¥>�s�N�N�n	��������§��Å1���Z���2��¼��H¡ ���N���ª�Í�sýB�¯V¹��¢����´������ýR��¡h	���ÎsÎ���¡
���������Z�»�sý k. ü��=	>�§¤���¡N�m¥�¡N�Z£��ª�N�§²ÿ¼A�	�s��� ¼��'º»����¼A����ýR�s¡ k > 38 ��¼��§���ª¤2�Z���N�ª�����sý���¼��KÄs��¡N������s������¼��p�ª������Å��sý±��¼�� Æ ��£���	��4��¥>��¡N�����s¡K��	>����� Mk,

�s¡ �p¡ ���N¥>�Z£Z���½�����½¢}�ZÇ!�A�s�4��� 4 ����� 2k + 3.ü�¼��Z�Ê���sÄ!����Îp���!�N���s£Z£��s���!�»��¼��§¡ ��� ���ª�N�H��ýh�¯oV¹�	¢����´�s���V��s���§£����Ê�¶�´���N�
p æUÚ!ã�ó_Ú1é ÖrqWs�t`u;v�wmw

k > 1 xzyo{.|o} wmwh~���v�� { t�� xzyo{=� v��jt��<�Wtj� { u�v x t`u"t�� Mk y v`~����m� {Q| ~Q�Ht |{��<} v�w x t 4 v | � xmyo{ � | � {�� t�� xzyo{=� v } ~j~$�=vQ��t�� Mk
�D~ {��<} v�w x t 2k + 3.

®]� ����Îå�N¼��¹���3�A���½���ª���2�sý/�����"����Î��Z���Z¡��s£�¢"Î��ª���Z�8�ª��Xc� ÷ ZV!ºx�¹£��s�8�s��� �É¡ ��¥�¼�¡N�s�N�]��¼����A¡N�¶��¥A�s¡¶�x�sý
��¼���¥�¡N�Z�1�ª��������¼��Z��¡ ��¤ Î��ª�1�ª��Î���¼��§ýR�s���ª�	º»����Îp�¶�´���N��¤�������¯
p æUÚ!ã�ó_Ú1é õBq=� yo{ ~ } um�3v�� { Mk

�D~ | t | � {H��{Q|U{ u�v x�{ ��t`u@v�wmw k > 1.

ü�¼��K���������ZÎ�������¡���£Z¢��sýU��¼��K� ��¡ ý-�s£Z� Mk
�����s���K�sýU��¼��K�Z�N�N�Z�!�N�©�s�@�ª��Î�¡N�Z�����Z�!�N���sýU��¼��K¥�¡ �1�sý������

��� · ¯±¸]�s��� º»�ª¡ �N¼��s��� Ã ¯±°4��£��s¡ ��[�X ÷�÷ Zm\��sý]�N¼��z��Å*�ª� ���Z��£��Ê��ýK�C���Zº ý-�s¤���� ¢$�sý¹��Å��s¤�¥��ª���D�sý
¤������ª¤��s�A� ��¡ ý-�s£Z���Z¯±ü�¼A�s��Ä!�x���å��¼��¹¡N�Z�N���½�������N£Z¡N�n	>�����ª�"£´¼A�s¥��N��¡ ÷ 1�N¼����ª¡ÿ£Z����� �N¡N��£����ª���8� Å*�N�������
�s���N��¤2�����ª£����ª�½¢��N�8¼���Îs¼���¡H���s�ª�����m��ý k. ü�¼������s¤��É¡N�Z�N���½�K�ª�¹��� ���C�ª� ��¼����s�N¼���¡¹�N�Z£Z���ª�����m�sý��N¼����¼����N�ª��¯"RX�½��¼��s���å�½����¼��2£������ ��¡ ��£Z�N�������å�N¼A���å²¹º»���ª������� £�¡N�n	>�;	�¡ ���Q �¢G�ª�G��¼��2ýR�s���ª�	º»�ª��Î�/ºx�������
¼����ª�������½¢"ýR��¡ k 6 37.

ü�¼��z���s� �p�Àºx�G£ ¼��s¥����Z¡N���sý]��¼����N¼���� �����s¡N���������s���Z�Y�N�C��¼���£��s��� ��¡ ��£Z�N���s�Y�sý]���Zº ý-�s¤����½�ª�����sý
��Å��s¤�¥��ª���p�sý]¤��ª���ª¤2�s�Í�N��¡ ý-�s£Z���=	�¢[�}Î������ª��Î�¥�¡ �1£��Z����¡N�I[-�ª�[�N¼������s¤����N¥���¡N�½�D���'X ÷�÷ Zm\åº»¼���£´¼
���������½�������N¼��§�N��¡ ý-�s£Z� Mk.

ÁÉ¯�¸]�sþ¤2�s���s����Rñ¯A�Ê���ZÄ1�»¤2�s���m�ª�aX ÷ �lZ/��� ¢1�¶����¤2���N��£m� �N����¢8�sý�� ��Ç!���Z��£����sý�£Z��¤�¥��������¹¤2�ª�*¾
��¤2�s�/�N��¡ ý-�s£Z���m�sý�����£�¡N���s�N�ª��Î"Î��Z�1���Z¯¹²À�}¥��s¡ �N��£����©�s¡���¼��Z¢Ê¥�¡N�	����� ��¼A���]��¼��É����¤D�½�H�sý±�2�N��Ç!���Z��£��
�sý ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�2�N��¡¶ý-�s£��Z�"�N�������2���G��¼��Ê�����ª���Y�sý§�G£��_�������������s���k�G¥��©�s���zº»¼���£´¼
�������Z¡N�N�Z£Z�N����¼��z£������Z������� ��¼�¡ ����Î�¼+�ª�N�Dºx�s���¶��¯Yü�¼��Z¢Y�����N�G� ¼��	ºx���Y��¼A�����ªýH��¼��Z�N�Ê�N��¡¶ý-�s£��Z�"�s¡N�
�s¥�¥�¡N��¥�¡ �©���N���½¢2�N£��������z�s����¥>���N�½���ª��������*��¼��Z����¼��§�s¡N���s�»��ý0¼���Îs¼�£Z��¡ ���_����¡ �§�N�����������D�D£Z�©���N�N�ª£��s�
¥>��¡ ���1���ª£K¤�������¤��s�� ��¡ ý-�s£Z�s���¼��@�*£´¼��Z¡NÄ���ý��N¼z�N��¡¶ý-�s£���¯
Vå¯?#���¥>���������s�x��¡ ���Z���N�DÎ��½���§���z�s���¶ºx��¡��N���pÇ!���Z� �N������º»¼��ª£ ¼��A���N��¡��s�ª�ª¢2�s¡N�ª�N�Z���A���N��¡��s�ª�ª¢DýR¡N��¤
��¼��ÿºx�s¡NÄ§¤2�Z�!�N���������É��	>�'����¯4²³�4���U��¼��ÿ¥>���N� �D	��ª���½�À¢m�N�¹���Z�N����Î������s¡N�ª¬��±�N¼��ÿ���!�N��¡ �N��£����ª���É��ýA¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z����¡N�Z¥��©��£��ª��ÎÊ�����ªÎ�¼�	>����¡N¼��1�1���å�sý����!�N��¡ �N��£����ª�����åº��ª��¼��*£´¼��Z¡NÄQ�N�ª��Î��½¢C¥>��¡N�ª�1���ª£2� ��¡ ý-�s£Z���Z¯
²À�eXû� ÷ Z�¼��m¥�¡N�Z�N�������Z�Ê��£Z����� �N¡N��£����ª���8º»¼��ª£ ¼��s���¶ºx�Z¡N�»¥>��� �ª�N�ª���Z�ª¢D��¼��mÇ1����� �N��������	>�	���K�ª�8¼��ªÎ�¼��ª¢
� ¢1¤�¤2����¡ ��£§£��s� ����¯�¸H���»£��s��� ��¡ ��£Z�N�����Ê�s���ª�'º»�������N¼��'ºW��¼�����Å*���¶������£��å�sý�¤�������¤��s��� ��¡ ý-�s£Z���Hº»�½��¼�A���½�����N�s�´���»£Z��¡ �_������¡ �s�¼��	�1����Î$���2�ª���s�¶����¼�¡N���Ê�Z�����Z¯%®]�*ýR��¡ �N���A���N���ª¢\��¼�����¡DÎ��Z�1�����´�sÄs�Z�"�s¡¶¾	��½��¡���¡N�½¢ ¼���Î�¼+���s�ª�����3TC�½�"£��s�����s��	>� ¥�¡ ��� £�¡N�n	>����	>�Z£������N���ª�2¤���� �;	>� £Z��¤�¥A�����n	��ª��º»�½��¼Y��¼��
� ¢1¤�¤2����¡ �����Z¯�ü�¼���������£´¼����ªÇ!����£��������s�%	>�§��� ���z���D£������ ��¡ ��£Z�]�ª�'ºSÎ��Z�1���»��Å��s¤�¥����Z��¯
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²À�aX �s��ZU#§�s¥>�����������ÿ���N�Z�8��¼��]�N��£´¼����ªÇ!���m�sý@��¼��]����� ����Î����©�s¡ ��¬������ª�s���N�É£������¶��¡ ��£Z��£������¶�´�s����¤2���s�
£���¡ ���_����¡N��� ��¡ ý-��£��Z�pº»�½��¼ ��¡�	��½��¡���¡N�ª� ¢G¼��ªÎ�¼\Î����!���D�s���\º»�½��¼��s����� ¢1¤2¤��Z�N¡N�ª����¯ Ã ���ª���	º»�ª��Îz��¼��ª�
ºx�s¡NÄ}�Q¯�ü0¡N�s��¬Z�Z�K���YXc���`Z���	��´�������Z�}¤2�ª���ª¤2�����N��¡¶ý-�s£��Z�Kº»�ª��¼C�s¡�	��ª�N¡��s¡ �ª�½¢z¼��ªÎ�¼}Î��Z�1���k	!¢������N�ª�*¾
Î������s¡N�ª¬������½������ý0��¼��§���!�N��¡ �N��£����ª�����»�sý4�9�����ª�N�§�!��¤J	>��¡»��ý0���Z¡ ���ª£��s�@¥����s���Z��¯
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���ª������¯ · ¯/� �s¬Z�Z���s���G�Q¯@ü�¡�����¬Z�Z�
Xû����Z�¼A�����p¡N��£Z�������ª¢��s�����Z� N ¼A�s���������¹�����"#�� µÝ��Å��s¤�¥��ª�
Mσ,0,0

*��	����s�����ª��ÎÉ��Î��Z�1��� N ¥�¡N�s¥>��¡N�½¢2��¤J	>�Z��������¤�������¤��s��� ��¡ ý-�s£Z�K�ª� R3/T º»�½��¼��s���ª���A���½����1��¤J	�Z¡§��ýÿ¼���¡N�ª¬������´���]�1£ ¼���¡NÄ�¾V�P¢1¥>�2�Z�������s���C�Àºx�����ª¤��½�m�Z�����Z¯Dü�¼��Z¢}¼A�	�����s�ª�N��£��s��� �N¡N��£������
�z¥�¡ ��¥>��¡ �ª¢}��¤J	>�Z�������$¤������ª¤��s�4�N��¡¶ý-�s£������ R3/T º»�ª�N¼Q���´�A���ª�N�DÎ��Z�1���Z��s��������Îz¼��s�����ª�������Q�Ç!�A�s� �½¾À¥>�Z¡N�ª�1����£¹ºx�	¢8�����
#å�ÊµW� Å���¤2¥��ª�s¯
· ¯�¸¹�s��� º»�ª¡ ��¼��s��� Ã ¯�°4��£��s¡ �·X ÷s÷ Z@¼A�����K��	����s��������¼��ªÎ�¼��Z¡�Î��Z�1���»µ»����¤2�s���8¤2�ª���ª¤2���>� Å���¤2¥��ª���
��� R3 W	!¢XÎ���������Î[�Àºx�Y¼A�s�ª�s���Ê��ýp�YµH�ª��¤2�s���X¤2�ª���ª¤2���m� Å���¤2¥��ª�Cº»�½��¼%�N¼��Q�ª�!�N��¡N� ��£������s�S�sý
� £Z�����������ª�������ª¢T£´¼��s�N��� ¨ ¸m� � ��¡ ý-�s£Z�Cº»�½��¼%� �N����	@¯¸RQ�CýR�s���ª�	º �N¼����ª¡��������s���N�+Î��Z���Z¡��s�ª��¬��
� �s¬Z�Z�±�s����ü�¡��s�ª¬��Z�<E �4��Å��s¤�¥����Z�,	�¢É£Z����� �N¡N��£����ª��ÎK¥�¡ ��¥>��¡ �ª¢å�Z¤J	>���������D� ����Î��½¢�¥>��¡ ���1���ª£ÿ¤2�ª���ª¤2���
��Å��s¤�¥��ª���§º»¼���� �"Ç!���s�N���Z�!����� R3/T ¼A�s�å�s¡�	��½��¡N�s¡ ¢b�A���ª�N��Î��Z�1���Z4�����A���ª���Z�ª¢�¤2�s��¢C¼���¡ ��¬Z���!���s��*£´¼��Z¡NÄ�¾³�À¢*¥>�H�Z�����Í�s���p�Àºx�§���ª¤�� ���Z������¯±�Ê��¡ �»¥�¡N��£Z��� ���ª¢s�ºÿ�»Î��ª�����K£��s¤2¥��s£Z��¥����Z£����sý�K�N�ª��Î�¼����½¢
����ýR��¡N¤���� ¨ ¸¹� � Å��s¤�¥���� Mk

º»�ª�N¼�	>������£������Z���������s�>�������Z����å�Pºx��¼A���ª���Z���sý��>#å�Êµ%��Å��s¤�¥��ª�
Mσ,α,0

�s¡ Mσ,0,β
�s���Ê�p¥>��¡N�ª�1����£m¼���¡ ��¬Z���!���s�� ����]�����1��������º»�½��¼z�D�����NÄ"¡N�Z¤2�	�����@¯

p æUÚ!ã�ó_Ú1é � q% {Qx T � {Q| t x�{ v x u�v | ~Qw�v x �Ht | � |exmyo{ x2 ® ���mu { � x �Ht | ¦ks�t`u { v�� y k > 1 ¯¡xmyr{ u {
{�� �D~ xx�  t ° ® ��v�u�v�� {Qx�{ u��3v��9�mw¹� { ~ K1,K2
t��J�iu_tj� { u�w ¤�{ �=� { ��� { �e~Q� |�� w ¤ � { u��Ht<���H�!�9� | �m�=v�wO~ } um�3v�� { ~� | R3  ,y tF~ {=�<} t x � {Q|ox � | R3/T y v`~ ��{Q|o} ~ k ¯ � |��]| � x�{ w ¤ �=v |o¤�y t`u���¢`t |ox v�w ± � yo{ uj² ® x�¤ � {;{Q| �`~v | � x�  t�w¹�m�9� x�{Q| �`~<¦b� yo{ ~ } um�3v�� { ~>� | K1 y v�� { v!� { u x �H��v�wo�iw�v |U{ t���~ ¤ �9� {Qx u ¤ t`u xmy t � t | v�w x txmyo{ x1 ® v � �D~ ¯ v | � xmyo{ ~ } um�3v�� { ~
� | K2 y v�� { v^� { u x �H��v�w��iw�v |U{ t��>~ ¤ �9� {Qx u ¤ t`u xzy t � t | v�w x t xmyo{

x2 ® v � �D~<¦· ¯*� �s¬�������Q¯1ü�¡N�s��¬Z�Z�x�s�����G¯*µH�1��¡N��Îs����¬@X �s�`Z>¼A�	���]¡N�Z£��Z�!���½¢�£��s��� �N¡N��£������8���s�������»���	ºx��¡ �ÿº»�½��¼
���´�A���ª�N���½¢�¤2�s�!¢p�Z�����<T4��¼��Z¢2��¡N�H���s�*¾À¥>�Z¡N�ª�1����£�¥�¡ ��¥>��¡ �ª¢p��¤J	>���������"¤������ª¤��s���N��¡¶ý-�s£��Z�x�ª� R3/Tº»�ª�N¼Q�����A���ª���Z�ª¢�¤"���!¢C�Z�������s���$�����2�ª��¤�� �§������¯z²À�Q�N¼��2¥�¡N�Z�N�Z�!��¥A�s¥>�Z¡�0ºx�2£��s��� ��¡ ��£Z�"[-�����1¾
¥>��¡ ���1���ª£F\±¥�¡N��¥>�Z¡N�ª¢���¤J	>�Z��������¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-�s£Z������� R3/T º»�½��¼��s¡�	��ª�N¡��s¡¶¢
�����ª�N�¹Î��Z�1��� k > 0 ���´�A���ª�N���½¢}¤2�s��¢C���������s���$�s���2���ª¤��½�§�Z���@¯"RX�½��¼G��¼����å�s�ª¤Ê/ºx�2Î��ª����¼A�s�½ý��b�*£´¼���¡ ÄG��Å��s¤�¥��ª�
º»�ª�N¼Ê¼A���ªý��.#�� µW��Å��s¤�¥��ª�s��ª����¼���£��s� � k = 0 º �s���@Aº»¼��Z� k > 1 Aºx�åÎ��ª������£��s¤2¥A��£Z�H¥����Z£���sý��N¼�� ¨ ¸m� ��Å��s¤�¥���� Mk

�N�å¼A�s�½ý@�>�*£´¼���¡ ÄD�N��¡ ý-��£��J[-���Í�N¼���	>���N���s¤ £������Z�����ª�A�s�A�����"��ý Mk
\ *�

¥>��¡ ���1���ª£K¼���¡N�ª¬������´�s�� ��_�]�s���1���ª����º»�½��¼z�D���ª�NÄ"¡N�Z¤2�	�����»[��_�»�N¼��§¤��������ª�m¥��©�s�A��¡��Z���r\��s���z¼��s�ªý
�=#�� µ � Å���¤2¥��ª�=[������N¼��K����¥�£����N�������ª�A�s�@�Z���r\ ¯
p æUÚ!ã�ó_Ú1é ¼Bq% {Qx T � {Q| t x�{ v x u�v | ~Qw�v x �Ht | � |exmyo{ x2 ® ���mu { � x �Ht | ¦ks�t`u { v�� y k > 1 ¯¡xmyr{ u {
{�� �D~ xv ° ® �?v�u�v�� {Qx�{ u��3v��9�mw ¤ t��5�iu_tj� { u�w ¤'{ �=� { ��� { �.~Q� |�� w ¤ � { uQ�Ht<���H�@�9� | �m�=v�wB~ } um�3v�� { ~>� | R3  My tF~ {�<} t x � {Q|ox � | R3/T y v`~ ��{Q|o} ~ k > 0 ¯ � |��]| � x�{ w ¤ �=v |o¤;y t`u���¢`t |ox v�w ± � yo{ u_² ® x�¤ � {.{Q| �`~
v | �at |U{w¹�m�9� xª{Q| ��¦

÷ �
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¨ �Z� ���p��¼�ÂZ�N��¥>��¡¶���D� ��¡§�©�8£��s��� �N¡N��£������s�G���D�����*�������ª���mý-�s¤����½�ª�Z�K�UE � Å��Z¤�¥����Z�����D� ��¡ ý-�s£Z����¤������ ¾
¤2�s���Z�����Z¡N�½��¦��Z�]��������ý-��¤2�ª�ª�½�m��� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�Z¯
· E ¦��������2���Z�å�N��¡ ý-�s£Z���å¤�������¤��s�½���K�A����� R3 £Z��¤�¤2�Z�?½��z������£ · �sÎ�¡N�s��Î��D�Z� ÷ �����1¯�²À�±¦��������©�����
¥�¡ ��	���ÂZ¤2�����H�©�K��¦Z�N��¡N¤��ª�A�����ª���D�UE ���2Î�¡���¥�¼��H� ��¡ÿ���"�Z���N�Z¤J	����H���*����¡ ��R ��� R2 1�UEû����¡N�»���§¥��ª���
¥>�Z�N�ª�N�§¥A��¡N¤������s�����Z�H�ª�����N��¡¶ý-�s£��Z�]Ç!���/¥�¡ ���������!�]�ª����¤.¾Z¤2�Z���_�s���Z��¡N�H���'	>��¡N�z����Rñ¯
¿�� ÷ ��������Ê�Z���N������¡x���������É�����m�ª�!�N��¡ ¥�¡N���´���N�����2Î�¦Z��¤��Z��¡ ��Ç!���]���¹�¥E ¦ZÇ1�������ª���"���Z��Î�¡N�s¥�¼��Z��¤������ ¾
¤2�s�*Å�T/�ª����¡@£��s��¡�	���¡N�±¤��	¢�������� H ���¶���!�����ª�s¯U«]�_� ����¡ �BE ¼!�����������¶��¼A��	��ª�N�����s�BE �����ª���ª�N�Z¡��HE ��Å*¥�¡ ���N� ������N��¡ ý-�s£Z�¹¤������ª¤��s�ª��¥>����¡Í�N�������H�N��¡¶ý-�s£���¿å£��s��¡�	���¡N�¹¤��'¢��Z�����]�1���ª����!¤"�s�ªÎ�¡ ¦»���»ý-���ª�ÍÇ!���¹�N�s���������
���Z���ª����� ��¡ ý-�s£Z���H���§£��s��� �N�ª���������]¥��s�»���z¤2�ª���ª¤É��¤ �����¥Eû����¡N��¯
Ám�s���¹�N�����N�åÇ1����� �N����� Ç1���H�3E �s����	>��¡N��¦��É�A�����¹£Z�Z�N�N�å��¼�ÂZ�N�s������É�N��¡¶ý-�s£��É¤������ª¤2�s�½�x� �����å�ª�å¡�Às���
£��ª¦s¯m²À�4�3Eû��Î��ª�¹�������"� ��¡ ý-��£������ ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s���*¾P�Ê���ZÄ1�Z@�©�2¥��ª���]ý-�s¤������ ��¥A�s¡ ¤2���ª���¹�N��¡¶ý-�s£��Z�
¤������ª¤��s�½����¯ · �D��¦�£Z�������Z¡ ���å�������D� ��¡ ý-��£������ ¨ ���¶�´�2�D¡����*�½��¦��¥E ���!�N¦�¡�¾Z�»¥>����¡»���Z�»�N��¡ ý-��£��Z�]¤2�ª�*¾
��¤2�s�½���K�Z� ÷ �����*¯�¿��Q£����N���2�s����¦�� ¨ ¯ ¨ ���¶�´�Ê��¤����!�N¡N¦p�A�s���.X �*Uø`ZÍ�¥E � Å*���¶������£����BE �������N��¡¶ý-�s£��
¤������ª¤��s�½��£Z��¤�¥���Â����;[-£�E ���¶� ¾�¿_¾À���ª¡N��>���s����	>��¡ �r\H�	���Z£É�N��¥>�����sÎ��ª�k�A���ª�s¯]¿����ª�����¶�m���ÉÎ��Z��¡N� ÷ ���K�
��¡ ������	>�����N��¯±Ám�s���WX ÷ ��Z�ÁÉ¯�¸]��þ�¤2�s�"���¡Rñ¯�¸�¯��Ê�Z��Ä!��² ²N²����!�x¤����!�N¡N¦]Ç!���¹�©���N��¡ ý-��£��¹��� ���s��� �N�
¥��ª����Î�¦Z�>[R£�E ��� �¶¾�¿_¾³����¡ �»�����ª�»�BE ��¥A�s�Í�BE �s�����s��������¡ �N��£����ª�����_\�¯�¿��"£Z�Z�N�N�]¦�¥>�1Ç!����¾³�©�§�����±�N���������x������¡N�Z�
�N��¡ ý-�s£Z���§¤2�ª���ª¤2���ª�Z�m£Z�����1������£Z��¤�¥���Â����Z�K�Z�§¥��ª����Î�¦Z���K�A����� R3, ¦Z���s���Z�!�K����¥����s�@@����£�����¦Z����ÁV����Z���¥E ¼�¦����ª£���Á³���s¯p¿±�ª���Z�§�	�������Z�!�§¦Z��¦D��¦Z£����*����¡ �N���å¥������K���������*ÅG£Z�����É�s���§¥��ª���K��Às��/�Z���HE ���C£Z���*¾
� ��£�����¡N�s�ª�»Ç!�BE �Z�����Z��ýR���N� �����¹�ª����������Ç!���Z�H�N��¡¶ý-�s£Z���H¤2�ª���ª¤2���ª�Z��£Z��¤�¥���Â��������Z�H¥��ª����Î�¦Z���Z¯Í°±�ª�����´��¡N�
ÁÉ¯¸]�sþ¤2�s�Ê�Z��Rñ¯¸å¯��Ê�Z��Ä!�m²N² ²��A�����JX ÷ úlZ0�Z�JX ÷ ��Z0�s�!�¹Îs¦���¦Z¡��s�ª��� ¦å�ª���N¡������s�ª�U��� ¨ ¯ ¨ ���¶�´�2���
��¦Z¤2������¡N�s�!�»�¥E � Å*��� �N����£Z���UE �����§ý-�s¤����½�ª�¹���§�N��¡¶ý-�s£��Z�H¤2�ª���ª¤2���ª�Z��£Z��¤�¥���Â����Z�»¥��ª����Î�¦Z���»�	���Z£§��¡ �����	>�����N�É�Z�ÉÎ�����¡N� k > 1. V]�s���É¥>���N�s��� Mk

���Ê� ��¡ ý-��£��"���"Î��Z��¡N� k ���"£Z�Z�N�N�"ý-��¤2�ª�ª�½�s¯�¿±�ª�����Z� �£��s���1�����N�����»���K���s¤ ���§�N��¡ ý-�s£Z����� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�»���§Î��Z��¡N� k.
®]���¹¥�¡N�s¥�¡N�ª¦Z��¦H¡N¦Z¤"�s¡ Ç!�A��	��ª�H���¹£Z��¡ ���s�������x� ��¡ ý-��£����x¤������ª¤��s�ª�Z�Í�Z� �����������"��¦ZÎ�¦���¦Z¡N�Z�N£�����£��s¯ · �
�����2��¦�Îs¦���¦Z¡N�Z�N£�����£��m���¶����¦3�A���ª�]�Z�2����¡ ¤2�Z�ÿ���]�¥E �Z�N¥A��£��]���Z�ÿýR����£Z���ª�����Í��� Æ �s£���	��>���]�©�§�N��¡ ý-�s£Z�s
£�E ���¶� ¾�¿_¾À���ª¡N�]���Z�ÿýR����£����ª�����ÿ�������'¢��s�8���m�¥E �s¥>��¡��_������¡x��� Æ �s£Z��	��V¯ ¨ �Z����¥>�Z¡����N����¡x�Z� ���ª�¹�ª����¦��s¡N�ª� ¦
���§�HE ��¥>�Z¡����N����¡�£��s��¡�	���¡N��¤��	¢���������¯
Æ ¯'°0¦Z¡N��¬Í���0«å¯'µ»���U�ª�.Xc� ÷ Z!������¤�������¡N¦�Ç!���Í�¥E �Z���N�Z¤J	��������Z���N��¡¶ý-�s£��Z��¤2�ª���ª¤2���ª�Z�/���s�å��¦�Î�¦Z��¦�¡ ¦��Z��
¥�¡ ��¥�¡N�Z¤2�Z�!�0¥�������Îs¦��������s��� R3, ���Í£�����¡�	���¡ �Í���s���s���,�A���ª�Í�Z���N��¥>�����sÎ��ª�,��Å*¦Z�s��»�����ÿ�¶��¡N��£Z����¡N�ÿ�������¡N��¦���¦��s�A�s�½¢1�N��Ç!����¡ ¦����ª���x���»���ª¤������ �����>�A���ª�s¯ ¨ ��¤�¤���£������N¦�Ç!���Z��£��]����£��Z�©������ª���s�!�±��¦�¤����!�N¡N¦
Ç!�BE ���0��Å*���¶���������Éý-�s¤2�ª�½�ª�å���p� ��¡ ý-�s£Z���K¤������ª¤��s�½���¹�	���Z£���¡ ������	>�����N�K¼���¡N�ª¬������´�s�*ÅÊ��	����Z�1�����K¥A�s¡
��¦�ýR��¡N¤2�����ª�����p�ª���A���½��¦Z�N��¤2���ª�Z�p��� Mk

�N� 2 6 k 6 37.
¨ ��¡N¦�� ���ª�����D��� �=	A�s� ¦z�N��¡���� ��¡N�	�_�s���[�X ø��`Zg\4�����>¯�V¹��¢����´�s����Ç!�����s� �N��¡ �»Ç1���»�©�m� ��¡ ý-�s£Z�»��� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"���*¾¶�Ê�Z��Ä!�±�Z� �±�����D��¦�Îs¦���¦Z¡N¦��

�N�Z�����Z¤2�Z�!�å� �Í�ª��Îs����¡ �2¥�¡ �����$�ª���§�������Z��¡N����������¦��Z�É£�� ¾À���Z�N�N����¯�Ám�����å�N�s�\�s¡¶����£Z���=�¯�V]�	¢������s���
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�C£��s��£Z����¦����}���ª¤2�Z���N�ª��� ���Y���	¢��s�Y�����HE �������ª£Z�·[R£�E ��� �¶¾�¿_¾³����¡ ����������¤J	�¡ �����Z�D���s�ª����¡ ��¥�¡N��¥�¡ ���
���ZÎ������½�����_\K�����¥E �s¥>��¡��_������¡§��� Æ �s£Z��	������ Mk

�N�Z���ª��¤����!���N� 2 6 k 6 37. ²À�Í��¤����!�N¡N¦DÇ!����������ª¤2�Z���N�ª�������Ê���'¢��s�z���¶�]¦�Î��s����¿ 4. · �§¤=¾�¤��K¡N¦�� ���ª�����»��� �»���s����	��ª�K� � k = 1 [R���s��¡�X ø��lZm\ ¯ ¨ ���©���¤�¥��ª�½Ç1���ÉÇ!��� Mk
���¶�§�����}��¦ZÎ�¦���¦�¡N¦Z�s¯ÉÁm�s���K�ª��£´¼A��¥��ª�N¡N� ÷ �3E �s�0��¦�¤�������¡N¦ÉÇ1���p���É¡N¦Z�N���½�´���m����¯´V]�	¢������s���>�Z� �x�����©��	��ª�H¥>����¡Í���s�ª����¡ �x� ��¥>��¡ ������¡N���x��� k. °±�ª���ÿ¥�¡ ¦�£��ª�N�Z¤2�Z�!�U�3Eû�s����¦�¤�������¡ ¦]Ç1���¥>����¡ k > 38 ��� ���ª¤2�Z���N�ª���$���[���'¢���� ���p�HE ��������£Z�"�����¥E �s¥>��¡��_������¡���� Æ ��£���	��ÿ��� Mk,

�_�s���Z�!�
¡N�Z�N¥>�Z£Z���½����¤������ 4 ��� 2k + 3. ¿��+���Z�A�s���2£Z��¤�¥�����������¡N¦Z�N���½�´���N�D���b�¯]V]�	¢������s����Í�HE ��� ¥>���������������¡»�HE ¦�������£�¦§� ���ª�_�s�!��¯
p æCÂ!ã�ó`Ã1é$ÚWÖoq�Ä%t } u x t }�x k > 1

w {"| t ¤ v } � { w�ÅÆtj� { u�v x�{Q} u!� {;� v��jt��<�W� { Mk
v»���m� {Q| ~Q�Ht |Ç � v�w {@È 4 {Qx w�Å � | ���H� { � { w�Å vQ���iw¹�H��v x �Ht | � {.� v } ~j~>� { Mk { ~ x Ç � v�w È 2k + 3.

ÌK¡_És£Z�
¿����8���Q�A���ª�N���������D���s�G��¦�Î�¦Z��¦�¡ ��� £�����£�����������¦��D���©X�� ÷ Z�/�������K¥>�����������§¡N�ZýR�s¡N¤������Z¡¹�©�
¥�¡ ��¤���Â�¡ �K¥A�s¡¶�����m������¼�¦Z��¡NÂZ¤2�K¥�¡N�Z£��������!�]���§�©�Éý-��½��s�z�N���½���s�����s¯
p æCÂ!ã�ó`Ã1é$Ú�õBq%Bv=~ } um�3v�� { Mk { ~ x�| t | ��Ç � Ç | ÇQu_Ç { �ot } u x t }´x k > 1.

· �z�����$��¦ZÎ�¦Z��¦�¡ ���N£�����£��8���2���z� ��¡ ý-��£�� Mk
�Z� �É�HE ���Q���Z�É�ª��Î�¡N�Z���ª���!�N����� �N�������ª���ª�É���2����¥�¡N�Z�����

�?Ê���¿ · ¯!¸¹�s��� º»��¡¶��¼��Z� Ã ¯!°4�s£��s¡N��[�X ÷�÷ Zg\����H�HE ��Å*���¶������£��H�BE �����H���������Z���ª��ý-�s¤����½�ª���BE ��Å*��¤�¥��ª���Í���
�N��¡ ý-�s£Z���»¤2�ª���ª¤2���ª�Z��¯±ÌK¡_És£Z�§�s��¡N¦Z�N���½�´������¦Z£�¡N�½�»�A�����»�ª�K£´¼A�s¥��ª��¡ � ÷ ����Z��¡�£Z�����¶��¡N��£Z���ª�����<E ¦Z�N�����
�s���N��¤2�����ªÇ!����¤��Z�!�D�s�*Å\���s�ª����¡ �D��� k ¥������D¦Z������¦����Z¯ · ��¤.¾Z¤2�8¡N¦�� ���ª�����D���¶�2���N���ª�ª�N¦8�A�s�����ª����s���N¡N�Z�Í� ��£����ª�����±���»�©�¹�N¼�Â�� �s¯����s���±£���£Z�V!�ª����£��s��� �N¡N��£������s���]	�¡N�ªÂZ���Z¤2�Z�!�Í��¦�£Z¡N�ª�N���±��£Z�V����»�N��¡N�s���Z�!�
�����©��	��ª����Ç!���§¥>����¡ k 6 37.

· ���������1Å%���Z¡N���ª��¡N��£´¼A�s¥��½��¡ �������C���\�N¼�Â�� �Q� �����z£������N�s£�¡ ¦��^¿ ���[£Z����� �N¡N��£����ª���%���C�����*�������ª���
ý-�s¤����½�ª�Z���BE ��Å*��¤�¥��ª���»���§�N��¡¶ý-�s£��Z�H¤������ª¤��s�½���ª¿p�HE �s�ª���m�BE �����§¥�¡ �1£�¦�����¡N�����§£����ª�©�sÎs�m���§�N��¡¶ý-�s£��Z�
��¦À��¿D£������1���Z�J[R¥A�s¡N¤�������� Ç!�����ª���Z��¢��AÎs��¡N�§�©���N��¡ ý-�s£Z� Mk

\����z¤=¾�¤��K� �À¢1���§Ç!�������s���$X ÷�÷ Z�¯
ÁÉ¯A¸H�sþ¤"�s�8�Z�ªRñ¯A�Ê���ZÄ!�H���!��¥�¡N¦Z�N�Z�!�N¦��A�s���$X ÷ �lZ/���z¦��������§� ¢1� �N¦�¤2���N��Ç!���K�����»� ���ª�N�������K� ��¡¶¾
ý-�s£Z����¤������ª¤2���ª�Z�0£���¤�¥��ªÂZ�N���4����Î��Z��¡N��£Z¡N���ª�N�N�s�!��¯�¿��p¥A�s¡ �N��£Z�����ª�Z¡0�ª���0�s�!����¦Z¤2������¡ ¦�Ç!�����©�]�ª��¤�� ���
�BE �����8� ���ª�N�"���"� ��¡ ý-�s£Z������� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�å���Z���Y¿Ê�HE �����ª���Q�BE ���[£�����¦Z����ÁV���"�Z���BE ���
¥����s�}Ç1����£�¡ ����� �p����£��_��¦�����Á³���D�g¿"��ËC�©�8� ��£������s�G�Z� ���ª�p£Z��¡ £����p���p¡��	¢��s�G�ª�p¥������K¥>�����½�§¥>��� �N�n	�����¯
²À���K�s�!���s���N�N��¤����!�N¡N¦�Ç1���s�� ��£��Z��� ��¡ ý-�s£Z����� ���!�§¡N�Z�N£��s��¦Z�����������ª�N¥>��� ¦��Z�����pý-��½Z���G�s¥�¥�¡ ��¥�¡ ��¦���
�s�ª��¡N�]���Z�¹¤2�s¡N£����s�*Å ����� ��¡ ý-��£����K��Ë}���2£�����¡�	���¡ �p�Z� �K¦��ª�Z��¦��É���Z�����Z�!�$¿"�����p� ��¡ ý-��£���¤2�ª���ª¤2���ª�
¥>¦�¡ ���1���ªÇ!���K£��©���N�N�ªÇ!���sA���p£Z����Ç!���ªÂ�¤��K�N��¡ ý-�s£Z�����@�*£´¼���¡ Ä�¯
Vå¯O#§�s¥>���������s�"�Q�Z�N����¢�¦���� ¡N¦Z¥>������¡ ��¿Q����� Ç!���Z� ���ª���k�A�_����¡N�Z���ª��¤������2�ª�N�N��� �����N¡��	�_�s����£��ª�N¦
£�� ¾À���Z�N� ����¯�²P�>�3Eû�sÎs�ª�ÿ���¹��¦Z¤2�s�!�N¡N��¡ÿ����¥>���N� �D	��ª���½�N¦H���]��¦�� ����Îs���©�s¡ ��� ��¡Í�HE �ª�!���Z¡N� ��£Z�N�����2���¹�����1Å8� ��¡¶¾
ý-�s£Z���x¤2�ª���ª¤2���ª���Í�Z��¡ ��¤�¥��©��½��s���x���Z�x�����ª�N�ª�A�sÎ��Z�ÿ�������ª�!�N��¡N� ��£������s���x¥A��¡x���Z���N��¡¶ý-�s£Z�������k�*£´¼���¡ Ä
�N�ª¤2¥�����¤��Z�!��¥>¦�¡N�ª�1����Ç!���Z��¯ÍÁ¹�s���@X � ÷ Z/���@�D¥�¡ ��� ������¦å������£Z�����¶��¡N��£Z���ª���zÇ!���/¡N�Z¥>�����Ê��§�¡N¤2�����½����¾
¤������5¿��©�ÉÇ!�����¶���ª����£�� ¾À���Z�N� ���»���s�����ª����£��s��¼A�s���N��¤������»�¶¢*¤�¦Z�N¡N�ªÇ1������¯Í¿���ý-�s�½������£��s��� �N¡N��£������s�
¥>��¡ ¤2���»���§¤����!�N¡N�Z¡��¥E ¦ Å��ª� �N����£Z�§���§�N��¡ ý-�s£Z���H¤�������¤��s�½�������§£��s��¡�	���¡ �K���s���s�����A�����K���]���z¤����ª���
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��¡ �����@	>�����N��¯Q� �s�ª¼�����¡ ����� ��¤������D���"Îs����¡ �������p� ��¡ ý-�s£Z���D�s�ª���N�ÿ£Z�����¶��¡N���½���Z�p¥�¡N����� �����É���s�ª����¡ �
�s¡�	��ª�N¡��s�ª¡ ��¤������K¦Z������¦����3T��©�"�������Z��¡K���GÎ�����¡N�D���D¥>�Z����¥A�s��¾���¡N�D¥�¡N��� £�¡ �ª���D¥��s¡N£Z��Ç!���D���ª�������s�ª�¾Z�N¡N��£���¤�¥A���N�D	��ª�É������£p�ª���¹� ¢1¤2¦���¡N�ª���Z¯åÁ¹�s��£p�¥E ����¥>�Z���§¥A���mý-����¡N�å¡N�Z£�����¡N��¿8£Z�Z�N�N�����Z£ ¼�����Ç!���
¿�A�z���§£��s��� �N¡N���ª¡N�§���Z�H��Å*�Z¤2¥��ª���»���§Î�����¡N�§¥>�Z���½��¯
Ám�s���^X �s�`ZVO#§�s¥>�����ª���s�p�C�*�����ª�ª�N¦8��� ����£´¼����ªÇ!���z����������¦�� ����Îs���©�s¡ ���N�����ª�s�[¥>�s��¡D£Z�����¶��¡N����¡N�������
�N��¡ ý-�s£Z���W¿2£Z����¡�	���¡N�å¤2�	¢��������É£Z�����¶�´�s�����É���åÎ��Z��¡N�É�s¡�	��ª�N¡��s�ª¡ ��¤��Z�!�HÎ�¡N�s���Ê�Z�¹�N�s���¹�¶¢*¤�¦���¡N�ª����¯
¿����3E �ª���N¥���¡����!�����m£��Z�»�s¡¶���ª£�������Q¯�ü�¡�����¬��������s���kXc����Z@�É£������ ��¡ ���ª�����Z���N��¡ ý-�s£Z����¤������ª¤2���ª�Z�ÿ�N�ª¤D¾
¥��ª��¤������Í¥>¦Z¡N�ª�1����Ç!���Z�±���HÎs����¡ �]�s¡�	��ª�N¡��s�ª¡ ��¤��Z�!��Î�¡N�s����¥A��¡±��¦Z�N����Î����©��¡N���N�����½���p���Z�Í��������¡ �N�Z£Z���ª�����
�BE ���Ê����¤J	�¡N�W�A���@����¥��©�s�������Z¡ ���ª£����*Å¯
Vå¯h#§�s¥>�����ª���s�p���s���'Xû� ÷ Z»�G�s��������£Z¦z�©��¡N¦Z�A�s£������s�+�UE ���Y�s���N¡N�z�s¡¶���ª£��ª�8�A�s���D���ZÇ!�������ª���s��¡��s�½�
��¦Z¤2������¡ ¦8���\��¼�¦Z��¡NÂZ¤2�"���8��¦Z�N����Î������s¡N�ª�����N�ª���Q¥�������Îs¦���¦Z¡��s�ª�2���s����	����2���s���������"�_�s¡N�ª¦Z��¦8µ»��� ¾
¤2�s�����ª�������±�N¡N������¤��Z���N�ª�����Z�ª�ª��Ç!���Z��£Z����Ç!���ÿÇ1���1���Í¡ ��Ç!����¡ ¡��s�½�4�s��£������Í¼!¢1¥>�s��¼�Â��N�x� ��¡��©��� ¢1¤2¦���¡ ���
���Z�K�N��¡¶ý-�s£��Z�K�Z�KÇ!���4�����0�s��¡����ª�¹¥>��¡ ¤2�ª�¹����£��s��� �N¡N���ª¡N�����Z�K�N��¡¶ý-�s£��Z�K¤2�ª���ª¤2���ª�Z�¹���pÎs����¡ �D�s¡�	��½¾
��¡N�s��¡ �s¯ ¨ �§�N¡������s�ª�@�BE �¹�N�s¤2�s�ª��¦���¦§¥��?	��ª��¦�¯
· ��¡N�������±���Z¡N���ªÂ�¡ ���Í�s����¦��Z��1�¥E ¦��������»�����±�N��¡ ý-�s£Z���±¤2�ª���ª¤2���ª�Z���A�����±�ª�����_�s¡N�ª¦Z��¦Z��¥�¡N�1�����ª� H2×R,��Ë H2 �Z� �»�ª�m¥����s�8¼!¢1¥>��¡�	>�����ªÇ1���s���� S2 ×R �Z� �»���������!�Ê���K¥��ª��������¥��ª���x�1�ªýP¯�°������ ���Z��¡N��� Å��Z¤D¾¥��ª���]���å�N��¡ ý-�s£Z���¹¤2�ª���ª¤2���ª�Z�H�s�!�]¦Z��¦å����£Z�������Z¡ �N���K���s���]£����]�_�s¡N�ª¦Z��¦Z��>��� �<E ����� ¥���¡N�s�!�¹�s���N�N�������
�N��¡ ý-�s£Z���H£������1���Z�]���s��� R3.

Ám�s���z�ª�}£ ¼��s¥��ª�N¡N�G�*��3Eû���m��¦�¤�������¡N¦}�HE ��Å*�ª� ���Z��£���m�A����� H2 × R, �UE �����Cý-�s¤����½�ª� ���C�N��¡ ý-�s£Z���¤������ª¤��s�½���]¥��ª����Î�¦Z���m�ª���N¥���¡N¦Z�É��� Mk,
¥>����¡¹���s��� k > 1.

¨ ��¡N¦�� ���ª�����m¥>���*��¾���¡ ��£������N¦p���}£��s�
¥A�s¡¶���ª£����ª�ª��¡@������¼�¦Z��¡NÂZ¤2�±Î�¦���¦Z¡��s�ª�±���Í��¦�� ����Î����©�s¡ ���N�����ª�s���s��������£Z¦ÿ¥A��¡SV�¯`#§�s¥>������������¯ · E ¦Z������£Z¦
������¼�¦���¡ Â�¤��§���¶�]�ª�K�N���½���s����¯
p æCÂ!ã�ó`Ã1é$Ú$öBq�Ä5t } u x t }�x k > 1

�mw {�� �D~ x�{ �v | ~ H2 × R }�|U{ ~ } um�3v�� { �9� | �m�=v�w { � {���{Q| u { k,�jt } u<� } u {¡x t x v�w {5{���x u�� | ~ {��<}o{i�]| � { v�� { � x u_t`�D~d�Qt }´x ~ y t`u���¢`t |ox v }�� £ª� {Q}�� �Qt }´x ~ª� {Ox�¤ � { ��v x Ç | t`Ì���v�w{Qx�}´| �Qt }�x �iw�v | v } �9�mw¹� {Q} ¦
Æ E �s�Í£����ª��¦D�HE ��¤2��Î��D¥A�s¡å�����"¼���¤��s��¼�¦����ª�����"¥A��¡��s¤�ÂZ�N¡N� ε2, ������£ ε �N��§�����¤2¤�������¥>�����½��4�UE ���¤���¡N£Z���s� £��s¤2¥A��£Z�¹��� Mk

�ª�å���s��Î2���É�N���¹�N¡N���ª�]£Z����¡�	>�Z�m���>	>��¡N�a¿2���Z�*Å�Î�¡N�s¥�¼��Z�¹¤2�ª���ª¤2���*Å
Ç!����� ������Í¡N�Z�N¥>�Z£Z���½����¤�������x�s�¶¢*¤�¥>�s�N��Ç!�����
¿}����¤����ª�N�ª¦"� ��¥>��¡ ������¡N���Z�=¿��©��¤����½���ª¦"�ª��ýR�Z¡N���Z��¡N�
�BE ���Ê£�����¦Z����ÁV���§��¦3�����U�A����� H2 × R, ����¿D���ÊÎs¡��s¥�¼��§¤2�ª���ª¤2�����s� ¢1¤�¥����s�N��Ç!����¿ H2 × {0}.
· �Ê£´¼A�s¥��ª��¡ �ÊøG���¶�"£������N�s£�¡ ¦�¿G���C£������¶��¡N��£Z���ª���Y�BE � Å*��¤�¥����Z�"���Ê�N��¡¶ý-�s£Z���"¤������ª¤��s�½���D� ��¤�¥���� ¾
¤������¹¥>¦Z¡N���1����Ç!�����H¥�¡N��¥�¡N��¤������¹¥��ª����Îs¦����]���s��� R3.

· �Z�¹¡ ¦�� ���ª�������]¥�¡N��� ������¦��m���s���]£��å£ ¼A��¥��ª�N¡N�[-��	����Z�1���2����£��s���©��	>��¡��_���½���+�	���Z£ · �s��¡ �����8¸¹����� º»�ª¡ ��¼Y�Z���G¯x� �sÎs�A�s���Z�A�Qµ»�1��¡NÈªÎ����Z¬Ê°0¦�¡ ��¬�\
Î�¦Z��¦�¡N�s���ª�N�Z�!��¥��ª���N�ª����¡N���s��£Z������������£������ ��¡ ��£Z�N��������¯ · E �����������������������s���N¦��å£�E ���¶�É�©��¥>��� �N�n	����ª�½��¦
���¹¥�¡N�1������¡N�]���Z��� ��¡ ý-��£��m¤������ª¤��s�½���ÿ¥>¦Z¡N�ª�1����Ç!���Z�x�����!���ª�¹Ç!���������Z�!���É�����¹�_�s���Z��¡��s¡�	��ª�N¡��s�ª¡ �H���
Î��Z��¡N��¯åü������K�ª���m¡ ¦��N���ª�´�_���mÇ!���]� �É���s�ª�m��¦�£Z¡N�ª¡N�J	�¡N�ªÂZ���Z¤2�Z�!�K�����K¦Z�N¦p��¦�¤�������¡ ¦���¿"�HE �s�����å�����©�

÷ ø



¤�¦Z��¼��1���§���z£Z�������sÎ��¹����� ��¡ ý-��£����H��¦À��¿D������¡ �1�����ª�N�m£�� ¾À���Z�N�N����¯
«¹¥�¡NÂ��ÿ���»¥����s�2���x�¥E ¼��Z�nÁV£����ª������©�§¥�¡N�Z¤���Â�¡ �H� ��¡ ý-�s£Z�]¤2�ª���ª¤2���ª���N�ª¤2¥�����¤��Z�!�±¥>¦�¡ ���1���ªÇ1���]��¦Z�N¦]��¦�¾
£��s������¡¶���§¥A�s¡5�*£´¼��Z¡NÄaXc��`Z@�Z� ÷ �sø�ú*¯ ¨ �Z� ���K�N��¡ ý-��£���A£��s���1���K�N���������m����¤ ��� � {Q}�� �HÍQ� { ~ } um�3v�� {� {�± � yo{ u_² ���� �]¥�¡ ��¥�¡N�Z¤����!�H¥��ª����Î�¦Z�§�A�s��� R3 �Z�H�������s¡ �©�s�����K¥A��¡»�����§��¡N�s���N�������ª��� T, Ç!���U��������s�ª���s���§�N��¥�¥>�s�N��¡É�����ª����ÎÊ���"�¥Eû�'Å�� x2 4���ÉÇ1���ÿ¥>�Z���J¾���¡N���1���"£Z��¤2¤������z��¦Z�N�ª��Î������s¡N�ª�����N�ª���C������Z�*ÅC¥����s���m��¡¶��¼���Îs���A�s�1Å�@���s�N¦�� P1

�Z� P2,
�����!�K�HE ���!�N��¡ �N��£����ª���}�Z� �§�HE �_Å*� x2. ¿��C������¡ �s/��������N��¥�¥>���N�s����Ç!��� P1, P2

� ���ª���!�ÿ� ¢1¤�¦Z�N¡N��Ç!���Z�x¥A�s¡Í¡���¥�¥>��¡ �x�s�1Å2¥����s��� {x1 = 0} �Z� {x3 = 0}. °4��¡�©�8���s¡ �©���N���s�C���2�¥Eû����Î��ª�p¥A�s¡N¤�� P1, P2
�HE ���G��	����ª���!��������ý-�s¤����½�ª�
¿����$¥��s¡��s¤�¦Z�N¡N�D�����N��¡¶ý-�s£��Z�

¤������ª¤��s�½���m¥�¡N�s¥�¡N�Z¤2�Z�!�§¥����s��Î�¦��Z�§�Z�§�N�ª¤2¥��ª��¤��Z�!�K¥>¦Z¡N�ª�1����Ç!���Z��UÇ!�����������§����¤�¤������m�N��¡¶ý-�s£��Z�
�����*£´¼��Z¡NÄ�¯ÊÁm�����É�ª��Ç!���s�N������� R3/T, ��Ë T ���¶�É�©����¡������N�������ª���C�©��¥������å¥>�����ª�N�s��N���������N��¡¶ý-�s£�����.�*£´¼��Z¡NÄC��Î�����¡N�D¦�Î��s�h¿�¬Z��¡N�z����Ç!�A����¡ �
	>�������§¥��©�s���§�s�¶¢1¤2¥��N�s���ªÇ!�����$¿����Z�å�s�������s�1ÅG¥��©���N�
£��s�!���Z�1���]�A����� P1/T, P2/T

¯�ü������5	>�s�����»�N�����H����¤�¤�¦��ª	>���*���»���K�P¢1¥>�>�*£´¼��Z¡NÄ�¯
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V]�Z� ÷ �����*��Ê����� �����Z¡����ª�����D���A���������Z¡N¥�¡ �Z�´��¬����s���pÎ��Z��¤2����¡ ��£��8�������¥E �ZÇ!�A�s¬Z�������p������Î�¡��`�A£���¤2�ª�*¾
��¤��¥T��©�z£���¡¶��������¡���¤������©� H ���ÿ���[Î�¡N���A£Z��¤2�ª���ª¤��zÂ8�!��������¯�ÔmÎ�Î��Í�N�ÿ£��������ª�1�A� � �����ª���ª¬Z¬��s¡ �
�HE ��� ¥�¡N�Z�N� �������É�N��¥>��¡���£��p¤������ª¤��D¥>��¡¹��Î����0� ��¥>��¡f�A£��ª�p�2£���¡¶�����N��¡��"¤��������2�!���ª�©������������ ���s�!�N�É���
ý-��� ���D£´¼���� ¥>��� �N�2�´�������N��¥>��¡���£��U�����z¤������ª¤��½¬�¬Z�����p�¥Eû��¡N���*¯
²À�p�N���N�N�����xÇ!�����¶���ª����������£�����¤��*�N�����§�1£Z£���¥A�_���K�����ª�©�H���Z�N�V�£�E Â����A�m�N��¥>�Z¡��A£Z����¤2�ª���ª¤2�H£´¼���Î��ª�1£��
���C¡N�������8£´¼��©�����s¯9�1�4��¡N���N���8���Z���©�"� ��¥>��¡f�A£��ª�D��� ¨ �s� �´�'¾P¸]��þ�¤2�s���1¾¶�Ê�Z��Ä!�§����Î�������¡N� k > 1, �©�¥��nËCý-��¤2�s���"��¡��8���*�N���D�ª�p�N��¥>��¡���£��±¤2�ª���ª¤���¯ · ��� £���¥>�Z¡ ���z���Z������� ��¥>��¡f�A£��ª����� ¨ ��� ���z¡ ���¶����Î��ª�DÓ
�HE �������Z¡N�Z�N�N� ¥>�Z¡"���Ê�N��¥>��¡���£��¹¤2�ª���ª¤�������� ÷ �s���*¯%²À�k���s�ª� �s����� ¨ ¯ ¨ ���¶�´�$����¤����¶��¡�ÓG����X �*ÿø�Z
�HE ��� ���¶������¬��§�������A�§�N��¥>��¡���£����»¤2�ª���ª¤2�¹£��s¤2¥��ª�Z���K£Z���D����¥>�s����Îs���������ª���������Î�������¡N�»¥A�s¡N�A� ÷ �»£Z���
��¡ �����Z¡N¤����A��¬��ª������¯"²À�ÕX ÷ ��ZxÁÉ¯0¸H�sþ¤"���Q�=Rñ¯0¸�¯4�Ê�Z��Ä!��²N² ²m����¤����¶��¡���¡N������£´¼��"���z�N��¥>��¡���£����
Â��s��£´¼��8��¤J	>���������@¯ Ã ������� Ç!������¤���¤�������� ���"� ���ª���s�½��¡ �"� ��¥>��¡f�A£���¤2�ª���ª¤���£��������N£Z�����N��£´¼��
ýR��� �N��¡ � £Z��¤2¥��������D����¤J	>���������$��� R3, ��¡N�s���Ê�ª��¥����s����U�ª��£��_�������������D�2�¥E �Z���ª£��s�ª����¯"¿�� �N�"�Z¡��s���� ��������� £���¥>�Z¡ ���2¥��DËG���ÿ�s�s�z�s������¥�¡N�ª¤"��/��� �±£�����Î��Z� ����¡N�	���z£´¼��2� ����¡��_�N�´���N�N�����Z���ª�D�����ª£´¼����N�*¾
¥>��¡f�A£���¤������ª¤D�]£Z��¤2¥��������¹�¹��¤J	>���������@¯Í°��nË8���s¡N����ÁÉ¯�¸H�sþ�¤2�s�"��Rñ¯�¸å¯��Ê���ZÄ!�»² ²N²±�ª�aX ÷ ú* ÷ �`Z
Î��Z����¡N�s���ª¬�¬��s¡N���������4�©������¡N����� ¨ ¯ ¨ ��� ���z���ª¤2�s� ��¡N�s�������HE �Z�N���¶������¬����BE ���A��ý-�s¤2�ªÎ��½���"�����N��¥>��¡���£��
¤������ª¤D�É£��s¤2¥��ª�Z�N����¤J	>�Z�������G£Z���}��¡N�É����¡ ¤2�ª�A�s¬Z���s���0�pÎs�����Z¡N� k > 1. ²À������£´¼����s¤2�"£��s� Mk
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�N��¥>��¡���£����m���Î��Z����¡ � k �s¥�¥A�s¡¶���Z���������K�ÉÇ!�����¶�´��ý-��¤2�ªÎ��½���*¯�¿��N�N�pÂ¹�����´�É�N���N���É���>���s¤2�]����N��¥>�Z¡¶¾�A£Z���§��� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤"���*¾¶�Ê�Z��Ä!�»���/Îs�����Z¡N� k.
®]���K¥�¡N��¥�¡N�����j¿m�ª¤2¥>�s¡ �´���!���ÿ���A�s�ª£��������N��¥>�Z¡��A£Z��¤������ª¤D�xÂ��©�¹�����D���ZÎ�������¡N�ª£��½�j¿�¯0ü4������¥�¡N�s¥�¡N�ª�Z�j¿
Âm���3�����ª�������"���Z¡N¤������>���Z�����É� ¥A�s¬��ª�p���ýR����¬��ª�������� Æ �s£���	��������ª�©�å�N��¥�Z¡��A£Z����A£Z���1Â¹���]ýR����¬Z�����������Z�
�1��£��ª�������Z���¥E ��¥>�Z¡����N��¡N�É��� Æ �s£���	��V¯åü0�s�ª�p�s¥>��¡��_����¡ �pÂp���0���ª�����s¡ �ª¬�¬������8�����ª�HE ��¥>��¡N������¡ �É£���¡¶��������¡��
¤���������¯
Æ ¯±°0¦Z¡N�Z¬z��«É¯�µH���p���ÖXc� ÷ Z»¼��s�����C¤2���¶��¡��_���}£ ¼��z�¥E �ª���N�ª��¤��8�������ª��� ��¥>��¡f�A£��»¤������ª¤D�8���s�+����¾
Î��Z����¡ �s�¥�¡N�s¥�¡N���s¤2�Z�!�N����¤J	>�Z�������\��� R3, ���Í£Z��¡ ���_����¡N�Ê���s���s���9�A���ª���z�2���s¥>�����sÎ����"�A� ���������¼A����A� �¶��¡ ���N�N��¡�� ���±���s¡ ���Z�_¿ �s�A�����½���½£��z¡ ���s�ª�2���ÿ����¤������ �������
�A���ª�´�*¯ ¨ ��¤��2£������N��Ç!������¬������ÿ£Z�DÓ�
��� �N�>¡N�ª£������s¡ ������£´¼��]�Z�N���¶���H���A�§ý-�s¤���Îs�ª�ª�K�����N��¥>�Z¡��A£Z�¤������ª¤D��£�������¡ �»���Z¡N¤����A�s¬Z���s�����s¡N�ª¬�¬��s�!�´�����
�s� �����!������¤2�Z���©�s���������´�A���ª�N��� ��¤��x���ZýR��¡ ¤"��¬��ª�����*��� Mk

� � 2 6 k 6 37. Ïm�����¶����¡N�ª�N���½�´���N�K� �o	A������N� ��� �©������¡N�b[fX ø���Zg\����S�¯iV¹��¢����´�����U£ ¼������N�N�ª£���¡N�2£´¼��å���D�N��¥>�Z¡��A£Z���å��� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�
Â������+����Îs�����Z¡N�Ê� �����C� �z���xÎ�������¡N�Ê���N�N��¤2�������s�ª��¡N�x�A���N���N��¥�¡���¯©V]�Z�»� ���$��¡ ���ª£����ª�·�>¯]V¹��¢��_¾
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�´�����0£��s�ª£����nÓ"���2����¤������ �������å�����4�!��£��ª���8���HE ��������£Z��[-£Z���1¦É�ª���1��¤���¡ �8����Îs���4�������	���s�ª��¡N������Î��_���ª�1�g\
���Z���HE ��¥>�Z¡����N��¡N�K��� Æ �s£Z��	��U��� Mk

�N�s���������U£��s�N� 2 6 k 6 37. ¿�Î����@����¤����¶��¡�Óp£ ¼��å���D����¤������ ����������Z�@�!��£��ª���pÂm��Î����s���m� 4. · ��� ���Z�N� ��¡N�ª�N���½�´���N�å���s�ª�K����£´¼��K¥>��¡ k = 1 [R���Z���Z¡N�=X ø��lZm\ ¯ ¨ �DÓ�Î��s¡N�s�*¾���ª�N£Z�§£´¼�� Mk
Â§�����z���ZÎ�������¡N��¯¡VH���/£��s¥��½�����ª� ÷ ¼��D����¤����¶��¡��_����£ ¼����ª�@¡ ��� ���ª�����������C�¯rV]�	¢������s���

Â������������8¥>��¡m���s�ª��¡N�0� ��¥>��¡N�ª��¡ ����� k. °��nËC¥�¡N��£Z���N�s¤2�Z�!�N�p¼�������¤���� �N¡����N�8£´¼��D¥>�Z¡ k > 38 �©�"���½¾¤������ ���������������!��£��ª�������HE ��������£Z�É�����ª�HE ��¥>��¡N�����s¡N�É��� Æ �s£���	������ Mk,
�_�s��Î��s���8¡N��� ¥>�Z� ���ª�_�s¤2�Z�!�N� 4� 2k + 3. Á¹����Ç!���s4���Z����������£Z���!�N������£´¼��2�����Í¡ ��� ���ª�����������O�¯�V¹��¢����´�����V�� �Í¥��?ÓÊ���!����£Z�©�s¡ �2����N�ZÎ����Z�!���§���Z��¡N�Z¤"�*¯

p Ú1ã�ó'Ú1é$Ü�Örq]Ä { u�t ��| � k > 1
�mw |o} �Qw { t$� { wgw�ÅÆtj� { u�v x t`u { ��� � v��jt��<�¶��� Mk y v>���m� {Q| ~Q�Ht |U{d}���} v�w {v

4 { w�Å � | ���H� { � { wmw�Å vQ���iw¹�H��vF¢<�Ht |U{ ��� � v } ~j~>��� Mk
Í }���} v�w { v 2k + 3.

ÌK¡��s¬Z���§�s�ª�©�����Q�A���ª¬��ª�����§���/�����z����Îs�����Z¡N��£Z�ª�_¿D�A�����D���·X�� ÷ Z��� �U¥��?Ó�¡N�½ýR��¡N¤������s¡ �K���p¥�¡N�ª¤2�p¥A��¡ ���
���Z�U¥�¡N��£Z�������!�N�å���1����£��������D�����/¤��1���D� ��Î������!�N�s¯
p Ú1ã�ó'Ú1é$ÜQõ¶q5Bv=~ } � { u � � { Mk

Í | t | � {H��{Q|U{ u { � { uJt ��| � k > 1.

· �$�����T����Î��Z����¡ ��£Z�ª�j¿Q�����ª�©�Q� ��¥>��¡f�A£��ª� Mk
Â������[���ZÎ����H����Îs¡N�������Z�!���»ýR�����A�s¤������´�s�ª�H���������Q��� ¾

¤���� �N¡��s¬Z�������$��¡N�	�������X�A� · ¯�¸]�s���¶º»��¡ �N¼Ý� Ã ¯§°4�s£��s¡N��[�X ÷�÷ Zm\������ª�HE ��� ���¶������¬��X���p���A�%�!���'�_�
ý-�s¤���Îs�ª�ª�Q�BE ���N�Z¤2¥��K���¹�N��¥>�Z¡��A£Z�§¤������ª¤D�s¯ÝÌ§¡N�s¬��ª���s�¹¡N��� ���ª�������$���Z�N£�¡ �ª�N�N� ���Z�m£��s¥��ª���s��� ÷ H�©�
���s¡N�p£Z��� ��¡ ��¬��ª�����K�N�/���¶���Z�����É��������¤2���N��£��s¤��Z�!�N�K�s�����s�ª��¡N����� k ¥��nË�Î�¡��������V¯ · �D� �N���N� �2¡N��� ���ª�������Â��*�����ª�ª¬�¬������ ���ZÎ����x�s�ª�N¡N�Í£��s¥��ª���s���Í���Z���©�z����� �V¯»�*�Z��¬��}���x���N� �G�x¡N�Z�N���½�´���N�x�ª�1�ÿ���N¥>�s� ������£´¼�������¾
�N£Z¡N�½����¡�Ó=	�¡ �Z���Z¤2�Z�!�N�åÇ!����A�N�s¡N�3	?	>��¡ �����s�ª�������N���ª�D¥>��¡ k 6 37.

ÌK���@���ª���ª¤���������£��s¥��ª�N���������Z���������Z�N�U�N�s���2���Z����£������U�s�ª�©��£Z��� �N¡N��¬Z�����������U�!���'�����N��¥�Z¡��A£Z��¤2�ª���ª¤��
¤��������s�!�N�����±¤��Z�N�1��� ���Z���¥E �ª��£Z���ª����¤��Z�!���z���Í¥A��¡ ���±���Í�N��¥>�Z¡��A£Z�x¤2�ª���ª¤��DÎ��D¿z���s�N��[R��¡N�Ê����Ç!�A�s�ª�
Mk
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ÁÉ¯/¸]��þ�¤2�s�}�JRñ¯/�Ê���ZÄ1��¥�¡N��� �����´�s¡ �����z�ª�YX ÷ �`Z�������� �N�����ª��� ��� �N��¤2���N��£��8�������ª��� ��£�£Z���N�N���s�������
�N��¥>��¡���£���¤��ª���ª¤��»£Z��¤�¥��������H����Î������Z¡N�¹£Z¡N�Z�N£Z���!�N�s¯Í²À�"¥A�s¡¶���ª£������s¡ �»��� �N�¼A�s�����É����¤����¶��¡��_����£´¼��]���
���ª¤�� ���å���4���A��� ��£�£Z���N�N�ª�����D���4�N��¥>�Z¡��A£Z����� ¨ ��� �´�'¾P¸H�sþ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�K���4Î�������¡N�p£�¡ ���N£Z�������D�N�������
�s�ª�HE �����ª�s���]��������£����N�������ª���m�m��������¥��©������£´¼��K�������Z¡N�N�Z£������£������Z�����ª���m���Z�@£Z��¡N£´¼��ª�p�������©��¤2����¡N�
¥��nË[¥��ª£�£Z����� ¥>���N�N�n	��ª���s¯C¸]�s�����C�s��£´¼������ª¤2�s� ��¡N�����Ê£ ¼���Í� ��Ç1����� �N���N��¥>�Z¡��A£Z���N�s���C¡ ���N£��s�������2�
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Vå¯�#§�s¥>�����ª���s��£Z��¡N£3Ó����Í¡ ��� ¥>�������Z¡N�"�s�$�����ÊÇ1����� �N�������"¤����N�N�Ê���Q�Z�1�ª������¬�� �A���Í�©������¡ �Ê£Z�ª�´�_���
�N�s¥�¡���¯@�*�0��¡N���N���"���4���ª¤2���¶��¡N�s¡N�å�©�2¥>���N�N�n	��ª���½�j¿����4���Z�N�ª��Î������s¡N�ª¬Z¬��s¡ �É���É�ª�!�N��¡N� ��¬Z�������0���4�����p�N�*¾
¥>��¡f�A£��¹¤������ª¤D�z�N���¶���ª�N���������[���ZÎ����H�ª�!���s¡N���H�������ª�Ê��������¡ �N�Z¬����s���]£Z���T���Z���ª�Ê�N��¥>�Z¡��A£Z�m���W�*£´¼���¡ Ä
�N�Z¤2¥�����£Z��¤���������¥>��¡ ���1���ª£´¼��s¯É²À�©Xû� ÷ Z��ZÎ����4¥�¡ ��� ���!��ÓÊ���A��£Z��� �N¡N��¬Z���s���D£´¼��D¥>�Z¡N¤��Z�N�N�D����¡N��� ¥>���*¾
���Z¡N�§��þ��Z¡N¤2���N�ª���s¤D���!�N�m�s�����åÇ!�����¶���ª�����K�����@£��s�N�@�ª��£����@���m� ��¥>��¡f�A£��/¤������ª¤D�¹£´¼��K�N�@�ª�!���Z¡N� ��£������
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¼A�s�����p¤2�s�ª���H¥�¡N��¥�¡N�����j¿É����N��¤�¤��Z��¡ ����¯0ü0�s���¹£����¶��¡ ��¬��ª�����m¥>��¡ ¤2���N���m����¤2���¶��¡N�s¡N�¹�¥E �Z�N���¶���Z��¬������
�N��¥>��¡���£��U¤2�ª���ª¤��¹���@£���¡¶�����N��¡��p�N�s�´�s�ª���A���½�´�����s�ª¤2�Z�����N¡N�m����¡ ¤2�ª�A�s¬Z���s����¯h�1ýR��¡¶���������´�s¤��������m���
Î��Z����¡ �"�������ª�D�N��¥>�Z¡��A£Z�ÿ£����H×»£��s� ��¡ ���ª�N�2�s�N� ��¤2�D���s�ª��¡N�±��¡�	��½��¡���¡N���s¤D�������D�Z���������N�HT����N� �����s�$¥���Ó
��� �N�Z¡N�å¥�¡N�Z�N£Z¡N�½�N���D¥�s��£´¼�Â§�����������N� ��¡N�å£Z��¤�¥A���N�D	��ª�ª�¹£����z���K� ��¤�¤2����¡N�½�s¯]Ïm���������@�����z�N�/¥���Ó�ý-��¡N�
¡N�ª£���¡ �N���pÇ!�����¶�´�D���Z£����ª£��D¥>��¡»���N���Z����¡ �����ZÎ��������N�Z¤2¥��U���/Î�������¡N��	A�s�N� ��¯
· ��� �N��� �N����������¡ �»���'X �s�`Z�¼A�§�*�����ª�ª¬�¬������K���m�N��£�����£������������m����� ����Î��s�©�s¡ �ª¬�¬���¬����s����¥>��¡±�s� ��������¡N�»�����ª���
�N��¥>��¡���£��A�¹£���¡ �����N��¡��¹¤2�Z���©�]£Z�����¶�´�s���������*Î�������¡N���s¡�	��ª�N¡��s¡ ���s¤D���!�N�ÿ�Z���Z�_�����m�x�N����¬��K� ��¤�¤2����¡ �ª�s¯�*�ZÎ����������CÇ!���Z� �N�G�s¡¶����£Z���ª���Q¯0ü�¡��s�ª¬�����¼A� �s�N�N���!�������N��¥>��¡���£���¤������ª¤D�����ÿÎ�������¡N���s¡�	��ª�N¡��s¡ ���_¾
¤����������s�½���p¤2�Z���©���!���m�©�p�����N�ª��Î������s¡ ��¬Z¬��s¬Z���s���m�����ª���m���!�N��¡ �N��¬Z�������/���/���Ê�!��¤2�Z¡N�9�A���½���D���/¥����s���
����¡¶���ª£��s�ª�V¯
Vå¯?#§�s¥>�s�������s���s���1����£��nÓp���aX � ÷ Z��©�É¡ ���A��¬����s���m���������s�ª�N¡N���s¡ �N��£Z�����å���8£����/���*¡ �<	?	>�K���ª¤2���¶��¡��_���
���}���Z��¡ ��¤2�8�������Z�N�ª��Î������s¡N�ª¬�¬��s¬Z�������É¥��nË}Î������Z¡��s�ª�É���s���ª���8�ª�}���A�"���s¡N�ª�Z�_¿�µH�ª��¤2�s�����©���A����¡N�ª���½¾
¤������ �����A������Ç!�A�s�ª����Ç!���Ê�z£´¼��z�������	�1¡ �<	?	>�Ê¡N�ª£ ¼����Z� ���Q����£Z���A�C��¥>�s�N��� �»� �������}�N��¤�¤��Z��¡ ���������ª���
�N��¥>��¡���£��]�Ê£ ¼�� Î��ª�»�	�1¡N�3	?	>� ¥>��¡ ¤2�Z�N� �\���»�s�N�N�����Z¡N�Ê�����ª�����N��¥>�Z¡��A£Z�¹¤��ª����¤D�����HÎ��Z����¡ ���s¡�	��½¾
��¡N�s¡N�ª��¯]Ïm���Z� �N�2¡N�ª�N���½�´�_���p�����zÂ§¤"���@�¶�´���N��¥��?	�	����ª£����N��¯
ÌK���ÿ���½���ª¤��ÿ�s������¼��s�����}�1���¶���}���ª���Z�!���s¡N��� ��¤�¥�¡N��¥��nË\�*�½���C�ª�}� �N�����ª�C�������ª�8� ��¥>��¡f�A£���¤2�ª���ª¤��
���Z�����D����¡N�����j¿Ê¥�¡N�1���s� ��� H2 × R, ���	��� H2 ���Z���s�´� �ª�±¥��©�s��� ��¥>�Z¡�	>���ª�ª£����� S2 × R. ²À�\Ç!���Z� �N�����¡N�����j¿��N�����D� �´�_���@�N£Z��¥>��¡¶���@���s¡ �/�Z�N�Z¤2¥��/���/� ��¥>��¡f�A£��U¤������ª¤D�m�ª�N¥��ª¡���������� �/�pÇ!���Z���ª�K£��s�����N£Z�����N�
��� R3. VH���ÿ£��s¥��½�����ª���Ê¼������ª¤2���¶��¡N�����Ê�¥E �Z�N���¶���Z��¬������� H2 × R, ���x���A� ý-�s¤��ªÎ��½���z���x� ��¥>��¡f�A£��¤������ª¤D�¹��¤J	>���������z���N¥���¡��_�´��� Mk,

¥>�Z¡»��Îs��� k > 1. Ïm�����¶����¡ ��� ���ª��������¥���Ó��Z�N� ��¡N��£Z����� �����Z¡����N�£��s¤2�"���\£��s� �}¥A�s¡ �N��£Z���©��¡N�������Í�����s¡N��¤2� Î��Z���Z¡��s�ª�8���x���Z�N�ª��Î������s¡N�ª¬Z¬��s¬Z���s���"�s���1����£Z�©�_�����A��Vå¯#§�s¥>�����ª������¯ · E �Z�1����£��������������@���Z��¡N�Z¤"�pÂ§�ª�@� ��Î����Z�!�N�s¯
p Ú1ã�ó'Ú1é$Ü%öBqkÄ { u't ��| � k > 1 { ~Q�D~ x�{ � | H2 × R }�| v�~ } � { u � �Q� { �9� | �m�=ve��� ��{Q|U{ u { k, �jt |� } uQ�`v x�} u�v { ~ x u�� | ~ { ��v x t x v�w {h�]| � x v!�jt |�x u {�x�{ uQ�9� | vF¢<�Ht | �]t`u���¢j¢`t |ox v�w¹��£�� }o{ ��� x ���ot���v x�{Q| t`����v�w {{$}�| v"��� x ���otW�iw�v | v�u { ¦
Ïm�����¶�´�$�N��¥>�Z¡��A£Z����Â �¶�´�����$�s� �����!���´�Q¤2�Z���©�s�����z����£Z��������¤��Z�!���G�����ª�HE ��¤D¤2��Î��½���z¤��������s�!�N�Ê�����
��¤��s���������z���x¥A��¡��s¤��Z�N¡N� ε2, £Z��� ε � ��§�£��Z�!���Z¤2�Z�!�N��¥���£Z£����ª��4���x���A��¥A�s¡¶���8£Z��¤�¥A��� �´�Ê��� Mk������Î��p���m�N���K��¡ �§£Z��¡ ���§���¶	>�s¡N�����p�����§Î�¡N���A£Z�/¤��ª���ª¤��-*£ ¼���� �����2���N������������£Z��*¡N��� ¥>�Z� ���ª�_�s¤����!�N�s
�s�ª�©��¤2���j¿É� ��¥>��¡N�ª��¡ �m�§�����©��¤��Z�_¿É����ýR�Z¡N���s¡N�]��������£������Z�����ª���m���Q�A���½���p�ª� H2×R �K������Î�¡��`�A£��¤������ª¤D�D���N�������s�N��£Z�D� H2 × {0}.

²À�]£��s¥��ª���s���$ø$Â �������ª£����N�[�s�ª�©�G£Z��� �N¡N��¬Z�����������]�N��¥>�Z¡��A£Z�m¤2�ª���ª¤��z� ��¤�¥����ª£��Z¤2�Z�!���Ê¥>��¡ ���1���ª£ ¼��
¥�¡ ��¥�¡N���s¤����������Z¤J	>�������Z�[�ª� R3. ²m¡N�ª�N���½�´���N��¥�¡N�Z�N�Z�!�´�_���ÿ���QÇ!���Z� ����£���¥��ª�N�����I[-�s� �����!�����±���Q£���� ¾�©��	>��¡��s¬Z���s����£Z��� · ����¡N�Z�!�ÿ¸]�s��� º»�ª¡ �N¼��]�Q¯1� �sÎ����s���Z�A�§µ»�1��¡NÈªÎ�����¬�°0¦�¡N�Z¬F\�Î��Z����¡N�s���ª¬�¬��s���K�_�s¡N�ª�
¥�¡ ��£��Z���������U£����¶��¡N��¬Z���s���/�§�N�s����� �´�_���/����¤���� �N¡����N��¤��������s�!�N�K�©�É���Z£����ª£��D���Z���¥E �ª��£��s�ª����¤��Z�!����¯�®]���
���Z�����K���'�1�½�j¿D¡N�ª�N¥>�Z� ���2�s�U¥��s�N�N�����2Âå���D¥>��� �N�n	����ª�½�j¿����U¥�¡ �1����¡N¡ �å� ��¥>��¡f�A£���¤2�ª���ª¤��K¥>�Z¡N���1����£´¼��§���

÷ �



£����UÇ!���s¬��ª���!�N��¼��DÎ�������¡N���s¡�	��½��¡N�s¡N�ª��¯
· �å�N��£Z���������N��¥>�Z¡��A£Z���¹���B�1£ ¼��Z¡NÄ�Â¹���A�å�����ª���H�N��¥>�Z¡��A£Z��¤2�ª���ª¤��»¥��nË2ý-�s¤����N��¯�¿ªE*¥�¡ ��¥�¡N���s¤��������
��¤J	>�Z�����Z�8�ª� R3, �������s¡ �©�s������¡N�ª�N¥>�Z� ���É�������m�N¡��s� �©�s¬Z������� T, £´¼��]�N��¥�¥>��¡N¡ ��¤��å��� �N��¡ �¹������Îs���HE �s�N� �
x2
��É¥��?Ó8��� �N��¡ �p£������ �����Z¡������"£���¤��É���2����� ����Îs���©�s¡ �ª¬�¬���¬��ª���������0������¥��©�s�����s¡ ���sÎ����A�s�ª���£´¼�������¾

���s�N�©�s¤���£Z��� P1
� P2,

�©��£����/�HE �������Z¡N�N�Z¬��ª�����mÂ§�¥Eû�s� �N� x2. ²À�����½��¡N�m�N��¥�¥>��¡N¡ ��¤���£´¼�� P1, P2
� �©�s���

�N�ª¤2¤��Z�N¡N�ª£Z��¡N�ª�N¥>�Z� �������4¥����s��� {x1 = 0} � {x3 = 0}. �z�������s�!�N�p���2���s¡ �©�s¬Z���s���É���Z���¥Eû�s��Î����ª�2�N¡��
P1, P2

� ���s� ���ª�����»���A�§ý-�s¤��ªÎ��½���K�§���2¥��s¡��s¤�����¡N�§���A�N��¥>��¡���£��>¤������ª¤D��¥�¡ ��¥�¡ �©�s¤����������Z¤9	>�Z�����Z�
�¹� ��¤�¥����ª£��Z¤2�Z�!�N�]¥>��¡ ���1���ª£´¼��s1£´¼��m£´¼����s¤��©��¤���� ��¥>��¡f�A£������U�*£´¼��Z¡NÄ�¯�V]���>Ç1����¬��ª������� R3/T, �sÎ�����N��¥>��¡���£����K���¶�1£ ¼��Z¡NÄ"¼A��Î��Z����¡ �K¥A�s¡N����¬��Z¡N�p�KÇ!�A��� ��¡N���N��¡ ¤2�ª�A�s¬Z�������>¥����s�A�s¡ ���s� �������s�N��£´¼��m�����Z�
£��ª���ª����¡ ��¥��©��� ����£��������Z�1���N�U�ª� P1/T, P2/T

¯�ü0�s�������¡ ¤2�ª�A�s¬Z���s����� �����������N�N����������¥>�=�*£´¼���¡ Ä>¯
V]�s�»��	?	����s¤��}£����¶��¡N���½���C�����ª�����N��¥>��¡���£��H�N�Z¤2¥����ª£���¤���������¥>��¡ ���1���ª£ ¼�������Î��Z����¡ � k > 1 £Z��������Z¡N¤����A��¬��ª���������A����¥>�>�1£ ¼��Z¡NÄD������Ç!����¬Z��������� R3/T, ¤��������s�����»����£����ª���s¤��Z�!�N�§�������A��¥A�s¡¶���H£��s¤D¾¥A��� �´�]��� Mk,

�����x¤��Z�_¿]���1���A�]�N��¥>��¡���£����x�����*£´¼���¡ Äå�ÿ����£��ª���ª����¡N�H¥��©�_�N���H��¡N�ª¬�¬Z���!���s���±¥>��¡ ���1���ª£��
¥�¡ �ª���_���D���@���z����� £���¯ · E �Z�1����£��©�_�������Z�@�����s¡N�Z¤"�pÂ§�����N�ZÎ����Z�!����¯
Ã ¯�� ��¡ ���ª�z�s���!GÉ¯�µH�s¤����5&��_���ª� �´�"Xû���`Z/¼A�s�����D¡N��£Z�������Z¤2�Z�!����£��s��� �N¡N���½���D���A�D� ��¥>��¡���£��ª��¤2�ª�*¾
��¤2�D¥�¡ ��¥�¡N���s¤����������Z¤J	>�������Z�}�å�N�Z¤2¥�����£Z��¤���������¥>��¡ ���1���ª£������0Îs�����Z¡N� ÷ �å�N�Z������¡ ¤2�ª�A�s¬Z���s���/���
���ª¥>�;�*£´¼��Z¡NÄ����Z��Ç!���s¬����Z�!�N� R3/T, �����N���2� ��¥>��¡f�A£��ª�å���S�*£´¼��Z¡NÄ�¾ ¨ �s� �´�*,[-�UE ��¡N���ª�z¥>��� T ���������´��©�z�N¡��s�N���s¬Z�������2���������Ê���ª¡N��¬Z���s��� x2 \ ¯·�*��¤�¥��ª�n�A£��s������4�Z�N�N��¼��s�����}¡ ��¤����N� � ��Î����Í�N��¡N¤��ª�A�s¬��ª������A�s�ª�©��� ��¥>��¡f�A£��ª�K��� ¨ ���¶�´��¡N�ª¤2¥����s¬Z¬��s�����������A�É�����¹���Z¡N¤����A��¬����s�������>���ª¥>�
�1£ ¼��Z¡NÄ�¯�V]���£��s¥��ª���s���
øD�����/���N���Z���©��¤2�p� ��¥>��¡f�A£���£Z���Ê£��s¡��_�N���Z¡N���¶���ª£ ¼����s���s����Îs¼��§�DÇ!���Z���©�p�����Q¯Aü�¡��s�ª¬����H��GÉ¯>µH�s¤����&����N���¶�´��@¤2�8¤��������s���������C¤��Z���1����£Z��¤�¥������´�s¤��������É���ª���Z¡N� ��¯9�*�4��¡N���N���8�����N��¥>�Z¡��A£Z�±¥�¡ ��¥�¡ �©�_¾
¤��������É��¤J	>�Z�������}�N�Z¤2¥��ª��£Z��¤��������å¥>��¡ ���1���ª£ ¼��å���0Î��Z����¡ � k > 1 �É£��s�e�2���Z¡N¤����A��¬��ª�����U��������¥>��*£´¼��Z¡NÄ����Z��Ç!���s¬����Z�!�N� R3/T @����£Z�������������e[R���}¤��1�����s�A�s�ª�ª�N�ª£Z�\H���A��¥A�s¡¶���p£Z��¤�¥A���N���8��� Mk

�
�����D¤����j¿��������A���N��¥>�Z¡��A£Z���D���]�*£ ¼���¡NÄ��p���Q�s���!���ª���K¥��©�_�N���8��¡N�ª¬�¬��s�!�´�����É¥>��¡ ���1���ª£�� P/T, ���£�������	?	����s¤2��¡N�ª¤2��� �N�p���z���ª�N£���¯
p Ú1ã�ó'Ú1é$Ü"«Cq ± ��v T w�v x u�v`~Qw�vF¢<�Ht |U{ w }´|�� t�w�Å v`~j~ { x2. Ä { uWt ��| � k > 1 ¯]{ ~Q�D~ x�{5}�| vO�3v��9� � w¹��v>v }�|��v�u�v�� {Qx u_t^���¡~ } � { u � �Q�ª�9� | �m� { ~ { ���iw¹�H� { � {Q|ox�{ � { uQ�Ht<���H� yo{j¯ �iu_tj�iuQ��v�� {Q|ox�{;{ �=� { ��� { �'� | R3,� | �`v�u���v |ox �]uQ�D~�� {Qx�x t!v T, { �mwh� } � �<} t<¢<� {Q|ox�{ � | R3/T y v ��{Q|U{ u { ��v�u��¡v k { ~ { � x�{ u��9� | vF¢<�Ht | ���� x ���ot ± � yo{ u_²�¦
G�¯sµ]��¤2���M&����N��� ���JXc�!�lZ�¼A�¹£����¶��¡ ���ª�N�m���A�m�N��¥>�Z¡��A£Z����¤�������¤��H���*�N��¥>� ¨ �s� �´�m¤2�¹� ��¤�¥����ª£��Z¤2�Z�!���
¥>��¡ ���1���ª£��2£Z���}�����É���Z¡N¤������s¬��ª�����U�������ª¥>�8£������Z�����ª�A�s�ª�å�������É���Z¡N¤����A��¬��ª�����U�������ª¥>�!�1£ ¼��Z¡NÄ�/���
Î��Z����¡ � ÷ ���Z��Ç!����¬Z���Z�!��� R3/T ¯h�*�1�N¡���� �´�]���*���p�Z�N��¤�¥��ª�m���s�p�Z¤J	>�������Z�������¥E �Z� ���Z¡N���¹���*�����m�N����	��� R3/T £Z���!�N�����Z�!���É�©�p����¥>���ª��Î����p���Z���©�D� ��¥>��¡f�A£��ª�s¯�ÔK� �N�Z¡ �1�©�s¤��2£ ¼��É�©��� ��¥>��¡f�A£��ª�É�A�2�����U�s� ¾���Z�1�����K����£Z�������������¹���A�K¥A��¡ ����£���¤�¥A�_�N�´�¹��� M1

[-���¹�N��¥>��¡f�A£��ª�»��� ¨ ��� ����\4£��s�D���D£����ª�ª����¡ �m¥������N�N�
��¡ ��¬�¬Z�����´�s�ª�ÿ¥�¡N�½�����N�m�������p�����N£Z���¼A�¹���ÿ� �N���N� �»¥�¡ ��¥�¡N�ª�Z�_¿¹���*Ç!�����ª�©�]���Z�N£�¡ �ª� �´�m���KµH�s¤����M&������ª� ����¯

�s�



V]�Z� ÷ �s�����¸å¯U#§�s¡N£´¼��Z¡9X ���*@�sø`Z4¼A�"���3�����ª�N�8���A�"ý-��¤2�ªÎ��½�������0�N��¥>��¡���£���¤2�ª���ª¤���¥�¡ ��¥�¡N���s¤��������
��¤J	>�Z�����Z�8�]����¥�¥����s¤2�Z�!�N�H¥>�Z¡N�ª�1����£´¼��s!£´¼��©��¤"���N� x t`ujt`����v�w y v�w �µ�iw�v |U{ w�v ¤{ u_~ 1���>Îs�����Z¡N� ÷ �]£Z���Ç!�A��� ��¡N���N��¡N¤��ª�A�s¬��ª�����0���4���ª¥>�'�*£´¼���¡ Ä}������Ç1����¬��ª�������s¯9V]�Z� ÷ ������U�Ê�Z��Ä!�å�s���GµH�s�N���	>��¡ ÎIX ø ÷ Z
¼A�s������� �1���ª��¥�¥A�_�����©�2�����s¡N�©�"Î�������¡������p¥>�Z¡§�ª���N��¥>�Z¡��A£Z�±¤2�ª���ª¤��É����¥�¥����s¤����!�N��¥>��¡ ���1���ª£ ¼���£Z���
���s¥>������Îs���'�A���ª����������Ç!����¬Z���Z�!�N�sÍ�������s¡ �����C���Y�s¥�¥�¡N�1£Z£����}���ÿ����¥>��¤2�ª���ª¤2�'Å$¥>�Z¡D����¤���� �N¡��s¡ �
�HE ��� ���¶������¬��2���U���A��ý-�s¤���Îs�ª�ª�p����� ��¥>��¡f�A£��0¥�¡N�s¥�¡N���s¤����!�N���Z¤J	>���������@����¥�¥��©�s¤���������¥>�Z¡N�ª�1����£´¼���
���@Îs�����Z¡N� ÷ �K£����!������¡ ¤2�ª�A�s¬Z���s���>��¡N�ª¬�¬��s�!�´�����>�������ª¥>�=�*£´¼��Z¡NÄ8���Z�@Ç1����¬��ª���!�N�s¯OÏm���Z� ���Ký-��¤2�ªÎ��½�ª�
�N�s���G� �´�_����Î��Z����¡N�s���ª¬�¬��_�����A�Q�G¯ù�Q¯±µH�1��¡NÈ�Îs����¬��ª�ÖX���ø`Z�ÿ£ ¼��z¼A�C£Z��� �N¡N���½���C���A�}ý-�s¤��ªÎ��½�����Gø
¥A�s¡N�s¤��Z��¡ �V����������´����� K = {Mσ,α,β}σ,α,β �D���s����� �s�N�N�z�ª�4����¤��p����ý-��¤2�ªÎ��½���"������� ��¤�¥��]#�� µ[-���A�8�������s¤2�ª�A�s¬Z�������É�s�½���Z¡N�A���N�ª�_�"¥�¡N��� �������D�ª�}�ª�Z� ����¡N������¡��"ÂÉ����¡ �������s��¼A�s�½ýR¥��©�����å�©��¢���¡N�_\�¯§ü0�s���
��� ��¤�¥���� ������� ��������£Z�©�s� �N���A£����N�4�A� Æ ¯/°0¦�¡N�Z¬s4�G¯��G¯Uµ»�1��¡NÈªÎ����Z¬p���Q¯@ü�¡��s�ª¬����§���YX�����Z�£���¤��p���
�����ª£´¼����N��¥>��¡���£���¤2�ª���ª¤��m����¥�¥��©�s¤��Z�!���K¥>��¡ ���1���ª£ ¼��sA¥�¡ ��¥�¡ �©�s¤��������K�Z¤9	>�Z�����Z�@>���/Î��Z����¡ �å�����
�K���z�1��¤2�Z¡N�9�A���ª���p�������Z¡N¤������s¬��ª�����¥��s¡������ª���ª�¹�������ª¥>�=�*£´¼���¡ Ä����Z�/Ç!����¬Z���Z�!����¯OÔKÎs���@�N��¥>��¡���£����
Mσ,α,β

Â��������s¡ �©�s�����p¥>��¡§��¡N�s�N���s¬��ª������� �©����¡ ��¬Z¬������´�s�ª��/�������s�´���N�2£Z��� T ¡[-�N���N¡���� �´�����Z�±�����N���s¡N�¥>��¡ ���1�����ª�\£��s¡N¡N�ª�N¥>����������¬��}�������ª�2�N��¡ ¤2�ª�A�s¬��ª�����g\K�N��� �����[��¡ ��¬Z¬������´�s�ª��¯a�*�©� M̃σ,α,β
���Í�N�s���������_¾

¤������������ Mσ,α,β
� R3/T : �N�@��¡��_�N�´�p���/���A�Dý-��¤2�ªÎ��½�������U� ��¥>��¡f�A£������/Î��Z����¡ �å¬Z��¡N������Ê�!��¤2�Z¡N����´�A���ª�N�p���@�N��¡ ¤2�ª�A�s¬��ª��������¡ ��¬Z¬������´�s�ª�����@����¥>�=�*£´¼���¡ Ä��§�����K���Z¡N¤����A�s¬Z���s�����ª��¤D�½�N�s¯

V]�Z� ÷ �����* Ã ¯��¯BR$�Z�Í�ª�¨X�����Z±¼A�Ê�sÎ�Îs�������������Q¤"������£Z�Ê�����Q���N�Z¤�¥����^#�� µ ��������¥>� Mσ,0,0
�ª�

¤��1���8¥>��¡ ���1���ª£����s�N�N�����Z���������A�8�N��¥>��¡f�A£��ª�p¤2�ª���ª¤2��¥�¡N�s¥�¡N���s¤2�Z�!�N�É��¤J	>�Z�������C����¥�¥��©��¤2�Z�!���
¥>��¡ ���1���ª£����ª�!�_�s¡N���s�!�N�m¥>��¡�¡N�� A��� �N���s���@¡ ��� ¥>�Z�N�N������¡ �§¥��©�s�����s¡ ���sÎ����A�s�ª��1���@Î�������¡N�å���K£����!�p����¡P¾
¤����A�s¬Z�ª�����>�������¥>�
�*£´¼���¡ Ä8���Z�@Ç1����¬��ª�������s¯±«]��£Z�����@�s������¥��DË8���s¡N���V�Rñ¯Aµ»���N� ¤"�s��A¿�¯ ¨ ¯Aü�¼��	¢��Z¡
�p�Q¯iRQ����Îs��¤����N¼ �ª��Xc�!úlZ4¼��s�������sÎsÎ����������2�������½����¡N� �"����¥>�2���0¤2�s���ª£��"�s�ª�HE ���N�Z¤2¥���� Mσ,0,0

��ª�
¤��1���Ê¥>��¡N�ª�1���ª£�����s�N�N�����Z���������A�Ê�N��¥>��¡���£����"���½þ��Z¡N�������2¤2�z£����$¥�¡N��¥�¡N�����j¿z�N�ª¤2�ª�ª���ÊÇ!�����ª�©�z���RQ����¯T²À�����½��¡N�����N� �]¼A�s�����\�sÎ�Î��ª�������G�����Ê¤2�s���ª£��»�G�������N�Z¤2¥����»#�� µ§Í�s� ���Z���������\�N��¥>��¡���£��
����¥�¥��©�s¤��Z�!���Ê¥>�Z¡N�ª�1����£´¼��Ê���]Îs�����Z¡N�}ø$�����]Ç!����¬��ª��������¯ · ¯�� ��¬��Z�8�}�Q¯ÿü�¡��s�ª¬��Z��Xû����Z]¼A�s�����
¡N�Z£��Z�!���Z¤����!�N�K�sÎ�Î��ª������� N ¤"�s����£Z�>�å���8�Z�N�Z¤2¥��ª�J#�� µX�������ª¥>� Mσ,0,0

*���N���Z�������������A�å�N��¥>��¡P¾�A£Z��������Îs�����Z¡N� N �¥�¡ ��¥�¡N���s¤����������Z¤J	>�������Z�2�ª� R3/T £Z���D�����!��¤���¡ �§���´�A���ª�N�m�������Z¡N¤����A��¬����s�����¡ ��¬�¬Z�����´�s�ª�!���!����¥>�W�*£´¼���¡ Äå�x�����ÿ����¡ ¤2�ª�A�s¬Z���s���!�ª��¤D�½����¯0¿��N� ��¼A�s�����K�s��£´¼���£Z��� �N¡N���½���¹�����¹�N��¥>�Z¡¶¾�A£Z���§¤2�ª���ª¤2��¥�¡ ��¥�¡ �©�s¤��������K��¤J	>�Z������� �ª� R3/T ���/Î��Z����¡ �å���´�A���ª�N��A�sÎsÎ�������Î������������Z�U¤"������£Z�����¤��1���pÇ1���s�N�/¥>��¡N�ª�1����£Z�D�D���z��� ��¤�¥����=#�� µ§¯
· ¯/¸¹����� º»�ª¡ ��¼C� Ã ¯/°4�s£��s¡N�C���YX ÷�÷ Z�¼A�������z£Z���¶��¡N���½�����N��¥>�Z¡��A£Z�±¤2�ª���ª¤��É���4���ª¥>��µH�ª��¤2�s����¤"�
����Îs�����Z¡N�����s� �1���ª�����ª� R3 ±����£Z���������������ª�8������¤2���j¿��������+�Z�N�Z¤2¥��ª�C���x���ª¥>�Cµ»����¤2�s���\£Z���
�HE �������Z¡N�N�Z¬��ª�����D��� Mk

£Z���Q�N��¡N¤������s¬��ª�����4£����N�������ª�A�s�ª���ª��£Z���ª�A���N�D�������Ê�N����	@¯�V]�s�Í��	?	����s¤����N� ¾
Î����½���]�ª�ÿ���s¡N�]�ª�����ÿ¥>��¡4Î��Z���Z¡��s�ª��¬�¬��s¡N�ÍÎ����!�Z�N�Z¤2¥��*����� ��¬��Z���xü�¡�����¬�����s���N���Z���������K�!���	�����N��¥>��¡���£��
¤������ª¤D�É�N�Z¤2¥��ª��£Z��¤���������¥>��¡ ���1���ª£ ¼��s@¥�¡N��¥�¡N�©��¤2�Z�!���É��¤J	>�Z����������ª�4£Z����Ç!���s¬��ª���!�N�D�ª� R3/T ¼A�Î��Z����¡ ���s¡�	��ª��¡N�s¡N�ª�'�A���½��������[�!��¤2�Z¡N�������A���ª��� ���ÿ���Z¡N¤����A�s¬Z���s���Í�s¡N��¬Z¬��s�!�´�����Í���ÿ���ª¥�a�*£´¼���¡ Ä$�
�����2�N��¡ ¤2�ª�A�s¬Z�����������ª¤��½�N�s¯�°��DË$¥�¡N��£Z���N�s¤2�Z�!�N�8��	?	��©��¤2�z�ª��£����ª�����N�z���A�Ê¥A�s¡¶���2£���¤�¥A�_�N�´�z���Z�����
�N��¥>��¡���£���� Mk,

£��s�������N��¡ ¤2�ª�A�s¬Z�������U�����N��¥>�2£����N�������ª�A�s�ª������£Z���ª�A���N�s����������É¤��Z�j¿����0�����Z�N�Z¤D¾

� ÷



¥��ª�;#�� µØ[ Mσ,α,0
� Mσ,0,β

\������ £��ª���ª����¡N�D¥������N�N����¡N�ª¬�¬Z���!���s���K¥>��¡ ���1���ª£���¥�¡ �ª�_���������U��� ���ª�N£Z��¯�*�ZÎ������¥E �Z�1����£��������D�����@���Z��¡N�Z¤"�*¯
p Ú1ã�ó'Ú1é$Ü � q ± ��v T }�| v x u�v`~Qw�vF¢<�Ht |U{ w }�|�� tJw�Å v`~j~ { x2. Ä { u$t ��| � k > 1 ¯¡{ ~Q�D~ x t | t9� }r{ �3v��9� � w¹� {v }�| ��v�u�v�� {Qx u_t K1,K2

���]~ } � { u � �Q���
� | �m� { �iu_tj�iuQ��v�� {Q|ox�{
{ �=� { ��� { ��� | R3 ~ { ���iw¹�H� { � {Q|ox�{� { u��Ht<���H� yo{ �mwU� } � �<} t<¢<� {Q|ox�{ � | R3/T y v ��{Q|U{ u { ��v�u��Cv k ¯S}�|"|o} � { ujt�� |��]| � x t@��� x�{ u��9� | vF¢<�Ht | �t`u���¢j¢`t |ox v�w¹�d��� x ���ot ± � yo{ uj² { � }r{
x�{ u��
� | vl¢3�Ht | �¡w¹�m�9� x�{ ¦� { ~ } � { u � �Q�¡� | K1 y v |o| t }�| �i��v | t� { u x �H��v�w { ���B~Q�m�9� {Qx u���v=t`u x t � t | v�w { v�wmw�Å v`~j~ { x1, { w { ~ } � { u � �Q�C� | K2 y v |o| t }�| �i��v | t$� { u x �H��v�w {���S~Q�m�9� {Qx u���v!t`u x t � t | v�w { v�wmw�Å v`~j~ { x2.
· ¯'� �s¬Z�Z����Q¯�ü�¡��s�ª¬��Z�������É�G¯'µ»�1��¡N�ªÎ����Z¬��ª�=X �s��Z�¼��s�����»¡N�Z£��Z�!���Z¤2�Z�!�N�Í£������ ��¡ ���ª�N�»���Z�����5A����s�������
���	ºx�Z¡N�FA`T4�N����¡��_�N�´�m����� ��¥>��¡f�A£��������D¥>��¡N�ª�1����£´¼���¥�¡ ��¥�¡N���s¤����!�N���Z¤J	>�������Z�2�ª� R3/T £Z�����ª���A���½������Z¡N¤����A��¬��ª�����/�É���A�2���Z¡N¤����A��¬��ª�������ª��¤�� ����¯ · E ���ª���ª¤���¡N��� ���ª��������¥�¡N�Z�N�Z�!�´�_�������Z�0£��s¥��½�����ª�"ø2ÂÉ�©�
£��s� ��¡ ��¬��ª���������4�N��¥>�Z¡��A£Z��¤������ª¤��s>¥�¡N�s¥�¡N���s¤����!�N�å��¤J	>���������C��� R3/T, ���4Îs�����Z¡N�D��¡�	��½��¡���¡N�ª�2��A���½��� k > 0 0£Z���$���Q�1��¤���¡ �Ê���´�A���ª�N�z���±�N��¡ ¤2�ª�A�s¬��ª�������������ª¥>�b�*£ ¼���¡NÄC�2���A������¡ ¤2�ª�A�s¬Z���s������ª¤�� ����¯ · ������¤����¶��¡��s¬Z�ª�����4����£Z�DÓ�Â]	A�s�N���´��'������£��s� � k = 0, �N���ª�HE ����£Z���ª�ª�s¤D���!�N���������A��¤2���j¿������ª�©��N��¥>��¡���£����������*£ ¼���¡NÄ������A�D¤2���j¿D���U���Ê�Z�N�Z¤2¥����.#�� µ º ������Z�U£��s� � k > 1 �� �����¥E �ª��£��s�ª����¤��Z�!������ÿ���A� ¥A�s¡ �N�"£���¤�¥A��� �´�Ê�����ª�©�z�N��¥>��¡f�A£��ª� Mk

£Z���[���A� ¤��Z�j¿Ê�����ª�©�z�N��¥>��¡f�A£��ª�����ª�*£´¼��Z¡NÄ�±���
£��ª���ª����¡ �p¥��©��� ���p��¡N�ª¬������´�s�ª�m¥>�Z¡N�ª�1����£Z�D¥�¡ �ª�_�����D���/���z����� £��D�§���A�D¤��Z�j¿p���/���z��� ��¤�¥����=#�� µ§¯
p Ú1ã�ó'Ú1é$Ü'¼Bq ± ��v T w�v x u�v`~Qw�vF¢<�Ht |U{ w }´|�� t�w�Å v`~j~ { x2. Ä { uWt ��| � k > 0 ¯]{ ~Q�D~ x�{5}�| vO�3v��9� � w¹��v>v }�|��v�u�v�� {Qx u_t>���U~ } � { u � �Q�¶�9� | �m� { �iu_tj�iu���v�� {Q|ox�{W{ �=� { ��� { �@� | R3,

~ { ���iw¹�H� { � {Q|ox�{ � { u��Ht<���H� yo{j¯ �mw� } � �<} t<¢<� {Q|ox�{ � | R3/T y v ��{Q|U{ u { ��v�u��]v k, }�|a|o} � { u_t
� |��]| � x t;��� x�{ uQ�9� | vF¢<�Ht | ��t`u���¢j¢`t |ox v�w¹���� x ���ot ± � yo{ u_² {�}´| v x�{ u��9� | vF¢<�Ht |U{ w¹�m�9� x�{ ¦

���



Ï ÙÛÚÝÜ ÒzÔ¨Þ ß

à ÑÛá Ô»â ÚÝÑÛá Ñ�ãÛä¶ä¶å>Ò>æ ÐÐç Ò^Ù Ô è ÚÝã Õ�Õ é ÚêÜ ÐÐç
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ñ$ò<ñ K -
8¶LS/.4!N!)O8CPQ/>-
²À�Ê��¼���¢����s¡ �m����E �¹�s��������E �H��¼��å� �N����¢Ê�sý4��¼��å��������ÅÊ�sý�¤2�ª���ª¤2���/� ��¡ ý-�s£Z���¹��� ¿���£��ª�������s� � ¥A�s£Z�
¼A�s�=	>���Z�kÇ!���ª�N� ��£Z�N�ª���s¯TÁÉ¯ Ã �ª�N£´¼���¡P¾ ¨ ���n	�¡N�ª���ª��X��`Z��µ§¯ÿÌK�����ª�½���Z¡��s���k¸å¯�&¹¯ · ��º»�N�����ª��X���Z
¥�¡ �'���Z�C��������¥>�������������ª¢Ê�N¼A���K�8£Z��¤�¥��������É¤�������¤��s�U� ��¡ ý-�s£Z� M ��� R3 º»�ª��¼CÌ§�s��� �m¤"�s¥ G ¼��s��A���½���p��������Å}�ªýx�����G�����½¢��½ýÿ�ª�K¼A�s�k�A���ª���������´�s�4£���¡¶�����N��¡N��¯2ÁÉ¯ Ã �ª�N£´¼���¡P¾ ¨ ���n	�¡N�ª�p�s�ª�N����	��N�Z¡ �����
��¼����]�ªý M ¼A�s�5�A���ª�N�§�����´�s�/£���¡ �����N��¡N�å�ª�N�H�ª����� ÅÊ£Z������£��ª�����»º»�ª�N¼z��¼��å��������Åz�sý��s�Ê��¥>�Z¡����N��¡ LḠ[R�N¼A�����ª�x��¼��K�!��¤J	>��¡���ý0�½�������ZÎ����N�ª���m���ªÎ��������s�ª�����_\��s� �N�1£��������Z��������¼��K��Å1���Z�����Z�}Ì§�s��� ��¤"��¥ Ḡ�sý M̄, ��¼���£Z��¤2¥��s£Z�N�n�A£������ª���}�sý M. �Ê��¡N�Z�'���Z¡ N(Ḡ), �N¼��D�1���ª���N¥A�s£Z�2��ý LḠ, �½ýÿ¡N�Z� ��¡ ��£������C���
M £������ ���¶���H�sý0��¼��$	>���������Z� �N�s�����N�������»��ý0��¼�� Æ ��£���	��/��Ç!�A�_�����s�@¯Íü�¼��å�!�����ª�½�P¢s Nul(Ḡ), ��¼A���H�ª���¼��É����¤������ �����z�sý N(Ḡ), �s���Ê��¼��å�ª����� Å �s¡N�����!�_�s¡N���s�!�N�»�sý Ḡ 	>�Z£������N�É�N¼��Z¢Ê�s¡ �å��������¥>�����������
�sý���¼��§£´¼����ª£��§��ý0��¼���£Z����ýR�s¡N¤2�s��¤2����¡N�ª£K�s� M̄.

ü�¼��p£Z��¤2¥����´���N����� �sý���¼�����������Å}�s���C��ý±��¼����1�������½�À¢z�sý���¼��DÌ������N�m¤2�s¥��sý±��¼�� ¨ ���¶�´�8�N��¡¶ý-�s£��
�s���Ê�sý4��¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ1�]� ��¡ ý-�s£Z�É��ý�Îs���1��� g = 2, . . . , 37 �s¥�¥>���s¡ ����¡ ��� ¥>��£Z�N�ª���Z�ª¢z�����¼��pºÿ��¡NÄ!�=X ø��lZ±�s���©X ø��`Z���ýd�¯BV¹�	¢��_�´�s����¯åü�¼����s��¤ �sý±��¼��ª�mºÿ��¡NÄ �ª�¹������Å1���Z���Q¼��ª�m¡N��� ���ª�N�m���
��¼���£��s�N�Kº»¼���¡ � g > 38.

²À�eX ø��lZ@¼��m� �N�����ª���8��¼��m��������Å��s�����N¼��m�1���ª���½�À¢��sý/��¼��m��¥>��¡N�����s¡ LG ���N�N�1£Z�©���N���8���p�s���s¡�	��ª�N¡��s¡ ¢¼����ª��¤���¡ ¥�¼��ª£p¤"�s¥ G : Σ → S2, º»¼���¡ � Σ ���å�z£��s¤2¥��s£Z�Éµ»���Z¤"�s���G�N��¡¶ý-�s£���¯z¸]�2£Z����� �����Z¡N�Z�� ���ZýR��¡ ¤"�_���ª��� Gt : Σ → S2, t ∈ (0,+∞), º»�ª��¼ G1 = G [-�N�Z���ZÇ1�������ª���Ö[ ÷ ¯û��\�\É�����[Î������
���	ºx�Z¡¹����� ��¥�¥>�Z¡�	>���������]ýR��¡���¼��å��������Åz�sý Gt, Ind(Gt),

�s��� �½���H�1�����ª�ª�À¢s Nul(Gt),
ýR��¡ t �����s¡��� 0 �s��� +∞ �s��� t = 1. ü�¼���£���¤�¥����������ª�����sý0��¼��§��������Åz�s���z�N¼����!�����ª�ª�À¢"�ª���N¼��§£��s� �å��ý0��¼��¨ ���¶�´�Ê�N��¡ ý-�s£Z�"�ª�$	A�s� ���\�s�Q��¼���ý-�s£Z���N¼A������¼��"Ì��s���N�å¤2�s¥Q��ý��N¼������ ��¡ ý-��£��2���å�z����ýR��¡N¤2�����ª���

ýR��¡���¥A��¡ ���ª£������s¡Í���s�ª���m�sý t �sýU��¼��K¤2�s¥ G ���3�A�����'	!¢ π ◦G = 1/℘′, �N¼A���������½���x� ���Z¡N���sÎ�¡���¥�¼���£

�sø



¥�¡ ��� �Z£Z�N�����2�ª�Í��Ç!�A�s��������¼��]�ª�!���Z¡N�N�]�sý���¼��]���Z¡N�½�����N�ª���H�sý���¼��%RQ���ª��¡ � ��¡N�s�N� ℘ ¾VýR����£Z�N�����DýR��¡ÿ�������½��NÇ!�A��¡N�D�©�_�N���ª£Z�s¯>�¯¶V]�	¢��_�´�s���4£���¤�¥����N��� Ind(Gt)
�s��� Nul(Gt)

ýR��¡ t ∈ (0,+∞), º»¼���¡ � G �ª���¼��"¤"��¥$���Q�A����� ��	>�	���s¯��*�Ê��¼��"¡ ���N���ª�É£��s��£��Z¡N���ª��Î ��¼�� ¨ ��� ��� �N��¡¶ý-�s£��2ýR���ª���	º»�å�s�É� � ��¤�¥����
£��s���N�ZÇ1������£��"ýR¡ ��¤ ��¼A����¯8¸]����	����s�������C��¼A���§ýR��¡K��¼��ª��� ��¡ ý-�s£Z����¼��2�ª����� ÅQ�s���G��¼��2�!�����ª�½�P¢��s¡N�
��Ç!�A���U¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢��N�"úp�s���'��¯
²À�bX ø���Z��¯V¹��¢����´������� Å1�����������"�N¼��H�©��� �Í¡ ��� ���ª�±��¡ �����N����ÎK��¼��»£��s� �]�sý��¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�
�N��¡ ý-�s£Z�p��ýÍÎs���!��� g, Mg,

	��*�K�����½¢zýR�s¡ 2 6 g 6 37. ¸]����	*�´�s�ª����� �N¼A���¹��¼�����������Å ���]��Ç!�A�s�0���
2g+ 3 �s���8��¼��K�!�����ª�½�P¢D���x��Ç!�A������� 4. ¸]��¡ �mºx�¹º»���ª�� ¼��'º%�N¼A�����N¼���� �K¡N��� ���ª�N��£Z���������!���¹�N�p¼����ª��s�ª�N�pýR�s¡ g > 38.

Æ ¯�°0¦�¡ ��¬Ê�����+«å¯±µ»���p�ª�ÖXc� ÷ Z��ª�!�N¡N�1����£Z���+�}���s���ª���[�sý]���s�+���ZÎ������Z¡��_���z¤�������¤��s�Í�N��¡¶ý-�s£����ª�
���Z¡N¤��§�sýÍ��¼�� Æ ��£���	��4ýR����£Z�N�������§¼A���1����Î����sÎ��s¡N�½�N¼�¤��½£�Î�¡ �'º��N¼Q���K��¼��D�Z�������sýÍ��¼��D�N��¡ ý-�s£Z�s¯�«]�
£��s���N�ZÇ1������£��D�sý���¼��Éºÿ��¡NÄ!�9X ø��`Z��s���YX ø��lZ���N¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�m� ��¡ ý-�s£Z�Éº��s�mÄ!���'º»�����	>�§�����z���ZÎ�������¡��_���$	����H�s���ª¢2ýR��¡ 1 6 g 6 37.

ü�¼���¡N�Z�N���½���sýU�>¯�V¹�	¢����´�s������	>�����4��¼����1���ª���½�À¢��sý��N¼��»Ì��s���N��¤2�s¥��sý��N¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�
�N��¡ ý-�s£Z�»�����Z�N�N�Z�!�N�©�s��ýR��¡4�N¼���£������ ��¡ ��£Z�N�����p��������� · ¯�¸¹�s��� º»�ª¡ ��¼������ Ã ¯�°4�s£��s¡N�'X ÷�÷ Z��sý�mý-�s¤��ª�½¢
�sý¤������ª¤��s�*� ��¡ ý-��£�����º»�ª��¼p�Àºx�§���ª¤��½�4�������Í�s� ¢1¤�¥���������£x���§¼��s�ªýµ»����¤2�s����¤2�ª���ª¤2���*�N��¡¶ý-�s£Z���ÿ�s���
�sýHÎs���1��� g º»�ª�N¼ 1 6 g 6 37. ü�¼��Z��¡�£Z����� �N¡N��£����ª��� �ª�J	��s�N�Z�+�s�+� Î������ª��Î ¥�¡ �1£�������¡N�8º»¼���£´¼���������½�����Í�N¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�x� ��¡ ý-�s£Z�¹�sý@Î����!��� g �����2�Pºÿ��¼��s�ªý@µH�ª��¤2�s����¤2�ª���ª¤2���A� ��¡¶¾ý-�s£Z����¯�²À�"¥A�s¡¶���ª£������s¡���¼��¹�s���N¼���¡ �ÿ�����Z�����8�N¼��'ºk��¼��H��Å*���¶���Z��£��¹��ý/�§ý-�s¤���� ¢��sý@¤������ª¤��s���N��¡¶ý-�s£��Z�
£��ª���N�����Ê��¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z���ZÄ1�É�N��¡ ý-�s£Z�s��ª�!����¡N���s�!�å��������¡å��¼��8��£Z���ª���$�sý���¼��8�¶¢1¤2¤��Z�N¡ ¢
º»�ª�N¼Q¡N�Z�N¥>��£��É���z�N¼�������¡¶���ª£��s�±¥����s��� x2 = 0, ¼A���1����ÎÊ�s���2¼��s¡N��¬Z�����´�s���Z���\�s� ¢1¤�¥����s�N��£p���z�N¼��¥����s��� x3 = 0 �s���+¼A���*�ª��Î}��¼�����¥�¥>�Z¡2�s��� �N¼������'ºÿ��¡p�����Y�s� ¢1¤�¥����s�N��£·[R��¥ ���}��¡������N�������ª���r\¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢����p��¼�����¥�¥>��¡]��������¼��§�ª�'ºx�Z¡������Ê��ý0��¼����¶�´�s���A�s¡N�z£��_������������º»¼���� �å�_Å*�����sý4¡ �Z����¾
���*�����s�z���]����¡N�Z£Z�N����	�¢���¼�������£�����¡ sin θ e1 + cos θ e3, θ 6 θ0

º»�½��¼ θ0 � ��§�£����Z�!�N�ª¢z�N¤2�s�ª�V¯�ü�¼A�_�º����¹��	����s�����Z�b	�¢��1£ ¼oó������Z¡���Å*�Z�}¥>���ª�!�H�N¼�����¡ ��¤ �s��� ���N�ª��Î2�N¼��åý-��£Z�]�N¼A���]�N¼��É�!���ª���½�À¢��sý���¼��
Ì§�s���N�§¤2�s¥C�sýÿ�N¼��D�N��¡¶ý-�s£��D���K��Ç!�A�s����� 4. ²À�¨X ÷s÷ Z���¼����s���N¼���¡ �§¡N�ZýR�Z¡K�����N¼����K�©��� �§¡N�Z�N���½�å�s��������Ê����Îs�����Z¡��s£�¢Ê¥�¡N��¥>�Z¡ �À¢z�sý4��¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�]�N��¡¶ý-�s£���¯»²³�]���H���Z£��Z�N���s¡¶¢Ê�N�"¡ ��¤2�s¡NÄ
��¼����H¼���¡ ���N¼���£ ¼�����£Z���sý0ºx��¡ Ä!����ÎDº»�½��¼z� ¢1¤2¤��Z�N¡N�ª£§����ýR��¡ ¤"���N���������sý0��¼���� ��¡ ý-�s£Z��º��ª��¼z¡N�Z�N¥>�Z£Z�
���2�N¼��É¥����s��� x2 = 0, ¼��s�m�2Äs�Z¢Ê¡N���ª�s¯%&x��£��s��� ���sý���¼��É¡ ���¶��¡N�ª£Z���ª���Ê���Ê��¼��å�_�s�����É��ý��N¼��ÉÎs���1���º»¼��ª£ ¼���þ��£Z�N�]��¼��É¡N�Z�N���½�¹�sý��>¯UV]�	¢��_�´�s����>�½�Hº����¹���s�¹¥>��� �N�n	����§���"¥�¡N�'������¼��å��Å*���¶���Z��£�����ý���¼��ª�
ý-�s¤���� ¢"��ý4¤������ª¤��s��N��¡ ý-�s£Z���»ýR��¡�¼��ªÎ�¼���¡��_�s�������»�sý���¼��§Î��Z�1���Z¯
�*�"�s���å�sý4��¼��å£Z�����N�ZÇ!������£����K��ý�����¡Hºx�s¡NÄ��ª�H�N¼��å¥�¡N�1��ý���ý���¼��å����� ���ZÎ�������¡���£Z¢Ê�sý��N¼�� ¨ ��� ���_¾
¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�x�N��¡ ý-�s£Z�]ýR��¡ g > 1 ������¼��]� ����� �m�sý@��¼��¹���3�A���½���ª���2Î��½�����"�ª�bX�� ÷ Z������8�s��� ��1�s���ª¢���Ê�2�¶¢*¤�¤��Z��¡ ��£§�N�Z� ���ª��Î�����»X ÷�÷ ZV¯%�*�2ºÿ�É£��s� � �´�_������¼����]�N¼���ý-�s¤���� ¢8�sý�� Å��s¤2¥����Z�]£��s��� �N¡N��£������	!¢ · ¯A¸¹�s��� º»�ª¡ ��¼Ê����� Ã ¯A°4�s£��s¡N�z��Å*�ª� ����ýR��¡»�s�ª���N¼��K���s�ª�����»��ý0��¼���Îs���!����¯
�*��¤�¤2�s¡N�ª¬��½��Î�ºÿ�§º»���ª��¥�¡ �'���K��¼��KýR���ª���	º»�ª��ÎÉ��¼��Z��¡N�Z¤���¯

���



p æUÚ!ã�ó_Ú1é Öoq-Öoq-Örq5s�t`u
1 6 g < +∞ xzyo{ � | � {�� t�� xzyo{=� v } ~j~$�=vQ��t�� Mg

�D~ {��<} v�w x t 2g + 3.

p æUÚ!ã�ó_Ú1é Öoq-Öoqªõ¶q@s�t`u
1 6 g < +∞ xzyo{b|o} wmwª~���v�� { t�� xzyo{^� v���t��<�Jtj� { u�v x t`uet�� Mg y v`~���m� {Q| ~Q�Ht |·{��<} v�w x t 4.

®]� ����Îp��¼��§���3�A���ª���ª������ý4���s�z����Î��Z����¡N�s£Z¢�Î��½���������·Xc� ÷ Z��ºx��£��s�Ê�s��� �D¡N�Z¥�¼�¡N�s�N�§�N¼������©��� �»¡ ���N���ª�
Î��½�*�ª��Î��N¼��KýR�����ª�	º»�ª��Îp�¶�´���N��¤�������¯
ìåã�ó_ã>ß-ß-Ü�ó	â Öoq�ÖoqªöBq.� yo{ ~ } um�3v�� { Mg

�D~ | t | � {µ��{Q|�{ u�v x�{ ��t`u 1 6 g <∞.

ü�¼��x�s����¼���¡Uº»���N¼����0�N�H��¼A�s��Ä@�¯�V]�	¢��_�´�s����ýR��¡�¼A���1����Î]¥�¡N�'�1�ª�����å�N¼��O	A�s£´Ä!Î�¡N�s������£Z��¤�¥����´�_�����s���
���pº»¼��ª£ ¼��s¡N�ª	A���N���D��¼��»¡N�Z�N���½���±��	>�������N¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�±�N��¡ ý-�s£Z���Í£Z�����´�s�ª�����D�ª�'X ø��`ZV¯

ñ$ò_ô õ LM2ª1QP<7 P3-'ökLMP<25:
· �Z� M 	>�å�p£���¤�¥��ª�Z���m��¡N�ª����������¤2�ª���ª¤2����N��¡¶ý-�s£��§��� R3. ü�¼�� Æ ��£���	��@��¥>��¡N�����s¡»��ý M �ª�

L = −∆+ 2K

º»¼��Z¡N� ∆ ���K�N¼�� · �s¥��©�s£Z��¾�&x���½��¡���¤��4��¥>�Z¡����N��¡������ K ���m��¼��2Ì��s���N��£Z��¡ �_������¡ �s¯8�Ê�s¡N���	����¡§ºx�
�N��¥�¥>���N�ÿ��¼A��� M ¼A�s���A���½���Í�N�s�´���!£���¡¶�����N��¡N��¯�ü�¼��Z� M �ª�0£Z����ýR��¡ ¤"����� ¢K��Ç!���½���s�ª�����0���¹�]£���¤�¥A�s£��
µ»����¤2�s���Ê� ��¡ ý-�s£Z�åº»�½��¼'�A���½�����½¢�¤2�s��¢�¥�����£�����¡ ���m�s���Ê��¼��pÌ§�s��� �]¤"��¥ G : M → S2 � Å*�N�������
�����N¼���£��s¤2¥��s£Z�N�n�A�Z�[�N��¡¶ý-�s£���¼����ª��¤���¡ ¥�¼��ª£����ª� ¢�¯I�*�}�ª�\��¼��"ýR�����ª�	º»�ª��ÎÊºx�8º»���ª�ÿ¥A��¢[�_�N���Z�!�N�����
��� �ÊÎ�������¡N�ª£2£��s¤2¥A��£Z��µ»���Z¤2�s���Q� ��¡ ý-�s£Z�s���������������	!¢ Σ �s��� G : Σ → S2 �z�����$£������¶�´�s���
¼����ª��¤���¡ ¥�¼��ª£H¤"��¥@1º»¼��Z¡N� S2 ���ÿ�N¼��m�����ª�x�N¥�¼��Z¡N�K�ª� R3 �Z�����'ºÿ����º»�ª�N¼"��¼��¹£���¤�¥��ª��Å2� �N¡N��£�����¡ �
��������£��Z��	!¢G�N¼��"� �N��¡ ����Î�¡N�s¥�¼��ª£"¥�¡N�_� ��£Z�N���s�QýR¡N��¤ ��¼��"���s¡ ��¼$¥>�����b[-���Z���s�N����	�¢ π \ ¯'RQ�.��Å\�£��s��ýR��¡N¤2�s�/¤��Z�N¡N��£ ds2 ��� Σ �s���Ê£������ �����Z¡H��¼��å�s¥>��¡��_����¡ LG = −∆+ |dG|2, �s£�������Î2���ÊýR����£�¾���ª��������� Σ.

RQ���������s���d	!¢ N(G) ��¼��xÄs��¡N�������sý LG. RQ�����Q�A��� Nul(G), ��¼����1���ª���½�À¢§�sý G, ���4��¼�������¤������N���s��sý N(G). �*�ª��£�� L(G) = {a · G | a ∈ R3} ��������¼�¡N�Z������¤������ �������s��� �?	��N¥��s£��"��ý N(G), ��¼��Z�
Nul(G) > 3. R$�m���Z���s�N�m��¼��m������� Å8��ý G, �N¼A�������ÿ�N¼��m�1��¤J	>�Z¡��sýU����Î������½���m���ªÎ��Z�!���������Z���sý LG,	!¢ Ind(G). ü�¼�����������Åz�s������¼����!�����ª�ª�À¢8�s¡ �§�������s¡ �©�s��������ý0��¼��§¤"�s¥ G T±�N¼��Z¢��s¡N�§�ª�����Z¥�Z�����Z�!��sýÍ�N¼��D¤��Z�N¡N��£É���}��¼��p�N��¡¶ý-�s£�� Σ. �*��ºx�D£��s�C£��s���N�ª����¡K��� Σ �N¼��D¤�����¡N�ª£���������£��Z�·	!¢ G ýR¡N�s¤
S2.

Vå¯�¿� �ª¡N�/�s�����Q¯r#]�s���s���@���·X ú`Z��s�����¯>�z���!�N�����/�s���z«å¯>µ»���»�ª�IX ø�ø`ZU¥�¡ �'���Z�Ê�N¼A���]�p�����z���ª�����s¡
���ª��¤������É�sý N(G) ���å� Å*¥�¡N�Z�N�N���+�s�å��¼��8� ��¥�¥>��¡¶��ýR����£Z���ª���$�sý»� £��s¤2¥����Z�N�.	�¡N�s��£´¼����[¤������ª¤��s��N��¡ ý-�s£Z�¹º»�½��¼"¥����s�A��¡Í�������ÿº»¼���� �m��Å1�N�������Z�ÊÌ������N�ÿ¤"�s¥2��� G. ²À�2��¼��]ýR�s���ª�'º»�ª��Î§ºx�]º»���ª��¡N���1����º	�¡ ���3 �¢�� ��¤2�K¡N�Z�N���½���»£��s�!�´�������Z�z�ª�·X ø�ø`Z/���N�Z�b	�¢'�¯rV]�	¢������s���@���·X ø��lZV¯

��ú



RQ�8º»�ª���Í���N���N�s¤2�"���3�����ª�N�������É�s���[£�����£��Z¥����p�sý]�s�ªÎ��<	�¡��s�ª£2Î��Z��¤��Z��¡¶¢�¯}ü�¼��Z¢[��¡N�8¡ ��£��s���ª���\�ª�
�N��	��N�Z£Z���ª��� ÷ ¯���¯ ÷ ¯
· �Z� γ 	>�D��¼��2¤���¡ ��¤���¡N¥�¼���£ÉýR����£������s�Q���3�A���Z��	�¢ π ◦ G. · �Z� pj ����� ri 	>��¡N�Z�N¥>��£����½�����½¢C��¼��¥>���ª���������C��¼��
	�¡N�s��£´¼Q¥>���ª�!�N�§��ý γ. RQ�D�����������=	�¢ P (G) =

∑ν
j=1 njpj, S(G) =

∑µ
i=1miri¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢��N¼���¥>���©�s¡»�����Ê¡��s¤��n��£����N�ª�������ª�1��� ��¡»��ý γ. ¸]�Z¡N� nj,mi

�������s����>¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢����¼��
¤����½���ª¥��ª�½£��½�À¢Q�sýH��¼���¥>�s��� pj �s���[��¼���¤����½���ª¥��½�ª£Z�½�P¢Gº»�½��¼[º»¼��ª£ ¼ γ ���sÄs���D�ª�N�����s�ª������� ri. RQ����Q�A���������N¼��§�N��¡¶ý-�s£�� Σ �N¼��§���ª�1�ª�N��¡

D(G) = S(G)− 2P (G)

�s���z�ª�!�N¡N�1����£Z�K�N¼��K����£�����¡»�N¥A�s£Z� H̄(G) [-�N�Z�.X øsø�Z���N¼����s¡N��¤��\

H̄(G) =

{
ω ∈ H0,1(kΣ +D(G)) |Resriω = 0, 1 6 i 6 µ,

Re

∫

α

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)ω = 0, ∀α ∈ H1(Σ,Z)
}
,

º»¼��Z¡N� kΣ �����m£��s�������ª£��������½�*�ª�N��¡4�sý Σ �s��� H1(Σ,Z) ���4�N¼��d�A¡ � �±Îs¡N����¥p�sý>¼��s¤2���ª��Î�¢��sý Σ. �*��¥*¾¥>��� �¹��¼A���ÿ��¼��¹���ª�1�ª�N��¡ D ¼A�s�����8��Å*¥�¡N�Z�N�N�ª������ý/��¼��]ýR��¡N¤ ∑njvj −
∑
miui,

º»�ª�N¼ nj,mi ∈ N.«¹�"�����Z¤����!�ÿ�sý H0,1(D) £��s��	>�¹� Å�¥�¡N��� �N���z�s� fdz, º»¼���¡ � f ���ÿ�É¤���¡ ��¤���¡N¥�¼���£�ýR����£����ª���"��� Σº»�ª�N¼"¥>�s�����Í�sý/�s¡N���Z¡ÿ���s�O	���ÎsÎ���¡���¼A�s� nj ��� vi �s���"¬���¡ �1���x�sý@��¡N���Z¡ÿ���s�ÿ�N¤2�s�ª���Z¡���¼��s� mi
��� ui.¿�Ç!���ª�_�s���Z�!���½¢���½ý gdz, º»¼��Z¡N� g ���±�§¤���¡ ��¤���¡N¥�¼���£ÿýR����£������s�@�������¼��H���ªþ��¡ ���!�N�©�s�*ýR�s¡N¤~�s� �N�1£��������Z�º»�ª�N¼��N¼��§���½�*�ª�N��¡ D, ��¼���¥�¡N�1����£�� fg ¤���� �5	>�§¼������s¤2�s¡N¥�¼��½£s¯

Ã ��¡ ω ∈ H̄(G), �ª�Z� X(ω) : Σ \ {r1, . . . , rµ} → R3 	>�§�N¼��§£����*ýR��¡N¤2�s����¤�¤���¡ �N�ª�������3�A�����b	�¢

X(ω)(p) = Re

∫ p

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)ω.

ü�¼��Z� X(ω) · G, ��¼��[�N��¥�¥>��¡ �CýR����£Z���ª���ñ�sý X(ω), � Å*�N�������Q�'�s��¡}�N¼�� ¡���¤2���A£��_���ª�s� ¥>�s���!�N�
r1, . . . , rµ

� ¤2�1�s�N¼��ª¢Y�s���T�N¼1����Î��½���������X���ª��¤��������sý N(G).
¨ ��������¡ �N�Z�ª¢�¹������¡ ¢T�Z���Z¤2�Z�!����ý

N(G) ������	����s�������������N¼�����º���¢�¯±²À��ý-�s£Z����¼���¤2�s¥
i : H̄(G) → N(G)/L(G)

ω → [X(ω) ·G]
[ ÷ ¯ ÷ \

���§�s�G���N�s¤2�s¡N¥�¼��ª�N¤z¯pü�¼����§¡N��� ���ª������ ���$�ª�Q���N�N�1£Z�©���N������º»�ª��¼C�N¼��
RQ�Z����¡ � ��¡N�s�N��¡ ��¥�¡ ���N�Z�!�������ª���
ýR��¡ ¤p���©�*�Î��ª���Z���Ê����� £�¡ ��¥��N�����$�sý��N¼��"�N¥A��£�� N(G). ü�����	����s���G��¼��"����¤��Z���N�ª���Q�sý N(G) �ª�å����N�´§2£Z���Z�!�]����£���¤�¥����N�§��¼�������¤������N���s�z�sý H̄(G). �1����£Z���N¼��å����¤������ �������sý L(G) ���»��Ç!�A���U���"ø*��¼���� Nul(G) = 3 + dim H̄(G).

���



RQ�����Z���s�N�$	!¢ At �D������¥A��¡��s¤��Z�N��¡�ý-�s¤����½¢�[ 0 < t < +∞ \��sý4£Z����ýR��¡ ¤"���@���½þ��Z��¤���¡N¥�¼���� ¤�����ý��¼���� ¥�¼��Z¡N� S2 ���3�A���Z�b	�¢
π ◦ At ◦ π−1w = tw, w ∈ C ∪ {∞}.

RQ�����3�A����ýR�s¡ 0 < t <∞
Gt = At ◦G. [ ÷ ¯ù��\

�¯?V¹��¢����´���������eX ø��lZ@Î��	���m���'ºÿ��¡���������¥�¥>�Z¡ª	>����������ýR��¡x�N¼��K�ª������Å��s���@A�s¥�¥��ª¢1����ÎÉ��¼��K¤�����¼��1�
¡N�Z£��s�ª���Z�D��	>�	���s�ýR��¡0��¼����!���ª���½�À¢��sý Gt, t ∈ (0,∞), �m����ýR��¡N¤2���N�����É�sý�s�D�s¡�	��ª�N¡��s¡¶¢å¼��s����¤���¡ ¥�¼��ª£¤2�s¥ G : Σ → S2, º»¼���¡ � Σ �ª����£Z��¤�¥A�s£��åµ»����¤2�s���C�N��¡ ý-�s£Z�s¯2²À�C��¼��D����¤2�pºÿ��¡NÄ��£´¼��1���N�ª��Î�s¥�¥�¡N��¥�¡ �©���N���½¢Ê��¼��D¤"�s¥ G �s���C��¼��D� ��¡ ý-�s£Z� Σ, ¼��D£Z��¤�¥������Z�C��¼��D�ª������ÅC�s���C�N¼��D�1���ª���½�À¢ÊýR�s¡��¼��ÉÌ§�s��� �H¤2�s¥��sý0�N¼�� ¨ �s� �´�D�N��¡¶ý-�s£���¯ÿ²À��ý-�s£Z����¼��§��Å1���Z�����Z�CÌ§�s���N�»¤2�s¥��sý0��¼����»� ��¡ ý-��£����ª�H�
����ýR��¡N¤2�����ª���2��ý G ýR�s¡��å¥A�s¡¶����£Z���©��¡±���s�ª���¹��ý t. RQ�m�����N£Z¡N�n	>�W	�¡N�ª�3 �¢D��¼��¹¥�¡ ����£Z��¥A�s��� �N��¥��x���ÉÎ������¼�����¡N�Z�N���½��¯
Ã �ª¡N� �N�ª¢��½���ª�����Z£��Z�N���s¡¶¢����m� ������¢É��¼��x���Z£Z���s¡��N¥A��£�� H̄(Gt).

«k���½þ��Z¡N�Z�!�����s� ω ∈ H0,1(kΣ+D(G))º»�ª�N¼8�!������¡N��� �������K�_�x�N¼��¹¡��s¤��n��£����N�ª����¥>����������1���x�s�8�Z���Z¤2�Z�!�x�sý H̄(Gt)
�ªýU�����8�����½¢��½ý@��¼��¹¥A����¡

(tγ, ω) ���3�A����� �©	�¡N�s��£´¼���� ¤������ª¤2�s�¹� ��¡ ý-��£��·	!¢T�N¼��eR$�Z���Z¡N�¶��¡��s� �Ê¡ ��¥�¡ ���N�Z�!�������ª���@¯ ²³ý�������N����� γ = 1/℘′ ��¼����[��¼��Z¡N����Å*���¶�D�����ª¢G�Pºx�����s�ª�������sý t, ���Z���s�N���©	�¢ t′ < t′′, ýR�s¡Éº»¼���£´¼[�N¼��£��s�����ª�N���s�G��	>�	�����ª�K�s��¡N���A���Q�s���G¤2�s¡N�Z�'����¡ dimH(Gt) = 1. ²À�G�s��¼��Z¡Kºx��¡ ����U��¼A����Ä!�§�����N¼��£´¼A�s¡���£Z�N��¡N�ª¬����N�����\��ýH�N¼������s� ���ª�����s¡É�Z���Z¤2�Z�!�����sý N(Gt)
	�¢$�N¼������ ��¤���¡N¥�¼���� ¤ �����N£Z¡N�n	>���©	�¢[ ÷ ¯���\ ��ªý t = t′, t′′, Nul(Gt) = 4. «¹�HýR�s¡»��¼���������� Å>�ªý t = t′, t′′ ��¼���� Ind(Gt) = 5. �*����£�� Gt′′�����N¼��§��Å1���Z�����Z�CÌ§�s��� �»¤"��¥��sý0�N¼�� ¨ ��� ����� ��¡ ý-��£���������§£��s�z� ��������T

p æUÚ!ã�ó_Ú1é Öoqªõ¶q-Öoq5 {Qx Ḡ � {$xmyo{9{���x�{Q| � { � � v } ~j~$�=vQ��t�� xmyo{.÷ tF~ x v
~ } um�3v�� { ¦=� yo{Q|
Nul(Ḡ) = 4, Ind(Ḡ) = 5.

ü�¼��§���s¤��§�s����¼���¡����·X ø��`Z@��¡N�������Z����¼��§¤���¡ �K����§2£Z���ª��£����N�§�sý0�N¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�»� ��¡¶¾
ý-�s£Z�����sý»Î����!��� 2 6 g 6 37 	!¢\� � ����Îs¼!���½¢C���½þ��Z¡N�Z�!��¤2����¼��1��¯}ü�¼A�_�p���å�N¼��8�N��	*� �Z£Z�D�sý»��� Å1��N�Z£Z�N�����@¯

ñ$ò�ø ùêú 2 )¡ö@:¶2 /@ûü8 ú 2 ýê/>:B8�öWþ?ÿü/��·7 ö$-�þ�� 2ª2ª+;: :CN�LMû�ö@)O2 /$û
6@2ª-.N!:�:C7 ö�131Q2dL�8 ú ö$-
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²À����¼��ª�¹�N��£����ª����ºx����Å*¥>���N�p�N��¤��É�sý±�N¼��J	A�s£´Ä!Î�¡N�s�����C�����´�������¹���¹��¼��J	A�s�N���sý±�N��£����ª���Cø8��ý±��¼��
ºx�s¡NÄaX ø���Z�¯O�>¯rV¹��¢����´�����/¥�¡ �'�1����������¼���¤ ���D���»���·X ø��`ZV¯
RQ�D���Z���s�N�
	!¢ Mg

�N¼�� ¨ �s� �´�'¾P¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�§�N��¡ ý-�s£Z�D�sýÿÎ��Z�1��� g. · �Z� Σg
	>����¼��p£���¤�¥A�s£��

µ»����¤2�s����� ��¡ ý-�s£Z�
���



Σg = {(z, w) ∈ (C ∪ {∞})2 |wg+1 = zg(z2 − 1)} [ ÷ ¯ ø�\
�s���+�ª�Z� Q0 = (0, 0), P+ = (1, 0), P− = (−1, 0), P∞ = (∞,∞). ²³�����pÄ!���	º»�Y�N¼A��� Mg =
Σg \ {P+, P−, P∞}.

ü�¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¡ ��� ���ª�»����� £�¡N�n	>���»��¼��§¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª���»�sý0� ¢1¤�¤2����¡¶¢��sý Mg
����� Σg.

� Ú*é$é$Ü+ÖrqªöBq-Öoq���� °
	
�� ÷ t | ~Q��� { u xzyo{ �jt | ��t`uQ�=v�wU�=vQ���i� |�� ~>t�� (C ∪ {∞})2 :
κ(z, w) = (z̄, w̄) λ(z, w) = (−z, ρw), [ ÷ ¯��\

 Myo{ u { ρ = e
iπg
g+1 .

� yo{ �=vQ� κ �D~.t��=t`u�� { u 2 v | � λ �D~.t��=t`u�� { u 2g + 2.
� yo{k� ujt } � ��{Q|U{ u�v x�{ �� ¤ κ v | � λ �D~ xzyo{ ��� yo{ ��u�v�w � u_t } � D2g+2.

� y �D~ � u_t } �¨t��=��t | ��t`u��=v�wM��� � { t`�;t`uµ� y �D~Q�@~>w { v�� { ~
Mg

� | �`v�u���v |oxm¯o���´{ ~$�Qt xzy Q0
v | � P∞

v | � {���x�{Q| � x t Σg. � w�~Ft κ ���´{ ~ xmyo{ �ot`� |ox ~ P±  My �mw { λ� |ox�{ uj� y v |���{ ~ xmyo{ �=¦
RQ��� �Z� γ(w) = w.

· ��� G : Σg → S2 	>�K��¼��§¼����ª��¤���¡ ¥�¼��ª£m¤2�s¥����Q�A���Z�b	�¢
π ◦G(z, w) = γ(w). [ ÷ ¯ùú�\

RQ�����Z���s�N�"	!¢ ri, i = 1, . . . , µ, �N¼��8¡��s¤��n�A£������½���$¥>���ª�!���É�sý γ �s����	!¢ R(G) �N¼��8¡��s¤��n�A£��_¾���ª���}���ª�1�ª�N��¡ ∑µ
i=1 ri.

ü�¼�����¡ ��¤<ú8�sý�X øsø�Z�� ¼��'º»�§�N¼A���K�N¼��D�N¥��s£�� N(G)/L(G), �N¼A���Kºx�D¼A�����������¡ �1����£��Z�$���Q¥�¡N���1�������É� ��£Z�N������4���å�s��� �Ê��� ��¤2�s¡N¥�¼��ª£p�N���Ê� ¥A�s£Z�8��ý�¤���¡N�s¤2��¡ ¥�¼��ª£DÇ!�A�s��¡N�����ª£
���½þ��Z¡N���������s�ª��¯4ü�¼��������ª���Z¡N�A�_���ª�s�H����� £�¡N�ª¥����ª���"�sý N(G)/L(G) ��¼����ÿºx�¹¥�¡ ���N�Z�!���ª�2��¼��]ýR�����ª�	º»�ª��Î�º������s���s¥����Z��	!¢;�>¯´V¹�	¢����´�s���>���bX ø��`ZV¯MRQ�¹� ���s¡ �ÿ���3��������Îå�N¼��H����£�����¡x� ¥A�s£Z��� Ĥ(G) �s��� H(G).

Ĥ(G) =

{
σ ∈ H0,2(2kΣ +R(G)) |Resri

σ

dγ
= 0, i = 1, . . . , µ

}
, [ ÷ ¯���\

H(G) =

{
σ ∈ Ĥ(G) |Re

∫

α

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)
σ

dγ
= 0, ∀α ∈ H1(Σ,Z)

}
,

º»¼��Z¡N� kΣ �ª�m�2£��s���s����£��s�����ª�1�ª�N��¡]��ý Σ. R$�É¡N�Z¤"��¡NÄ���¼A�_�¹��¼����Z����¤��������¹��ý H0,2(2kΣ + R(G))�s¡ ��Ç!�A�s��¡����N��£É���½þ��Z¡N���������s�ª�J[-� ���p� �?	��N�Z£Z�N����� ÷ ¯��*¯ ÷ \ ¯��*����£Z��¼��Z¡N����ý����Z¡¹ºx�Éº»�����/ºx��¡NÄz�����½¢zº»�½��¼
Ç!�A�s��¡N�����ª£2���ªþ��¡ ���������s���Z�ºx�"£����\�N�Z� H0(·) = H0,2(·) ��� �N�ª¤2¥����½ý©¢}�N¼��"���s�������ª���@¯�²³ý�ºx�"� ��¥*¾¥>��� ����¼����m�N¼������½�*�ª�N��¡ 2kΣ + R(G) ¼A�s�K�s�}� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���C�sý±�N¼��ÉýR��¡ ¤ ∑njvj −

∑
miui,

º»�½��¼
nj,mi ∈ N, �s�2���ª��¤������ÿ�sý H0(2kΣ+R(G)) £��s�.	>�]��Å*¥�¡ ��� �N�����s� f(dz)2, º»¼���¡N� f �ª�ÿ��¤���¡ ��¾¤���¡N¥�¼���£ÉýR����£����ª���C��� Σ º»�ª�N¼G¥>���ª���K�sýÿ��¡N���Z¡§�����$	��ªÎ�Î��Z¡m��¼��s� nj ��� vi �s���G¬��Z¡N�1������ýx��¡ ����¡���s�p� ¤"�����ª��¡��N¼A�s� mi

��� ui. ¿�Ç!���½���s�ª���!�N�ª¢s��ªý g(dz)2, º»¼��Z¡N� g ������¤2�Z¡N��¤���¡ ¥�¼��ª£�ýR����£Z�N���������H��¼������ªþ��¡N�Z�!�N�©�s�/ýR��¡N¤ ���N�N�1£Z�©���N��� º»�ª��¼ �N¼������½�*�ª�N��¡ 2kΣ + R(G), �N¼���¥�¡ �1����£Z� fg ¤����¶�k	>�¼����ª��¤���¡ ¥�¼��ª£s¯

�s�



Ã ��¡ σ ∈ H(G), ����� X(σ) : Σ \ {r1, . . . , rµ} → R3 	>�K��¼���£Z����ýR�s¡N¤2�s����¤�¤���¡N� ���s�����Q�A���Z�b	�¢

X(σ)(p) = Re

∫ p

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)
σ

dγ
.

ü�¼��Z� X(σ)·G, �N¼����N��¥�¥>�s¡ �UýR����£Z�N�����K�sý X(σ), ��Å1���Z�������'�s��¡/�N¼���¡��s¤��n��£����N�ª���m¥>�s���!�N� r1, . . . , rµ�N¤��1�s�N¼��ª¢ �����}��¼!���KÎ��ª�s���§���C���ª��¤������K�sý N(G).
¨ �s�!����¡ �N�Z�ª¢s�������¡ ¢������Z¤����!�m�sý N(G) �ª�m��	*¾�´�������Z�z�ª����¼��ª��º��	¢s¯±²À�zý-��£Z����¼��§¤2�s¥

i : H(G) → N(G)/L(G)
σ → [X(σ) ·G]

[ ÷ ¯���\
�����s�$�ª�N��¤���¡N¥�¼��ª�N¤z¯"�*�z���Ê��	����s���C�N¼��2����¤������N���s�G�sý N(G) �½�������N�´§2£Z���Z�!�å���Ê£��s¤2¥��*�����N¼�����ª¤2�Z���N�ª���[�sý H(G). RQ��¡ ��£��s���ÿ��¼A�_�p��¼�������¤������N���s�[�sý L(G) �ª�p��Ç!�A�������Gø�±�N� Nul(G) =
3 + dimH(G).

�*�ª��£��§��¼�����Å1���Z�����Z�GÌ§�s���N�H¤"��¥Ê�sý4�N¼�� ¨ �s� �´�'¾P¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�]�N��¡¶ý-�s£Z���¹�ª�]������ýR��¡N¤2���N�������ª�
��¼��É�N�����N�p�sý���¼������3�A���½���ª����[ ÷ ¯û��\»�sý���¼��É¤2�s¥ G, ºÿ�����Z�������"� �N����¢z��¼��É� ¥A�s£�� H(Gt).

Ã ¡N��¤[ ÷ ¯���\������»[ ÷ ¯û��\x�½�»�ª��£������s¡���¼���� Ĥ(G) = Ĥ(Gt)
�����

H(Gt) =

{
σ ∈ Ĥ(Gt) |Re

∫

α

(1− t2γ2, i(1 + t2γ2), 2tγ)
σ

dγ
= 0, ∀α ∈ H1(Σg,Z)

}
.

· ����Î�£Z��¤�¥����´�_�����s���9[�X ø��`ZV@� ���D� �?	�� ��£Z�N����� ÷ ¯���¯û�2ýR��¡¹�N��¤������Z���s���ª�j\»�N¼��	ºÝ��¼����§��	A�s� ���m�sý±��¼��
���½þ��Z¡N���������s�ª�"��ý§��¼�� ýR��¡ ¤ σ/dγ, º»¼���¡ � σ ∈ Ĥ(G) = Ĥ(Gt),

�����kº»¼����N�}¡ ���N�ª�����}���8�N¼��
¡���¤2���A£��_���ª�s��¥>�����������sý γ(w) = w ����¬��Z¡N��A�ª��ýR��¡N¤����!	�¢

ω
(1)
k =

zk−1

wk
dz

w
, with k = 1, . . . , g − 1,

ω
(2)
k =

((k − 2)z2 − kA2)

(z2 − A2)2

( z
w

)k−1 dz

w
, with k = 0, . . . , g,

ω
(3)
k =

((k − 2)z2 − kA2)

w(z2 − A2)2

( z
w

)k−1 dz

w
, with k = 0, . . . , g − 1,

º»¼��Z¡N� A =
√

g
g+2

.

V]�	ºëºÿ�p¥����§��� ���������ª��� ���"��¼����N¥A��£�� H(Gt).
RQ��¡N��£��s�����N¼A���mºÿ�D�s¡ ����������¡ ��� �N���C�ª� ��¼���£��s¤D¾

¥����������ª���}��ýÿ�½���m���ª¤2�Z���N�ª���@¯$&ÿ¢ �N¼��p���3�����ª�N�������sý H(Gt),
�8���ªþ��¡ ���!�N�©��� σ ∈ Ĥ(Gt)

	>���ª����Î��
��� H(Gt)

�ªý0�s���z�����ª¢8�½ý ∀α ∈ H1(Σg,Z) �N¼��§���ªþ��¡ �������©���ýR��¡N¤ ω = σ
dγ

= σ
dw
�N�����ª���A�Z�

∫

α

ω = t2
∫

α

γ2(w)ω, [ ÷ ¯ ��\
���



Re

∫

α

γ(w)ω = 0. [ ÷ ¯���\
²³ý���¼��Z�N�Í�Àºx�]£��������ª���ª�����U�s¡N�Í�N�����ª���A�Z�å�N¼���� (γ, w) �s¡ �±��¼��]RQ���ª��¡N�¶��¡N�s�N�0�A�_�´�H��ýA�%	�¡N�s��£´¼��Z��¤����*¾��¤2�s�@� ��¡ ý-�s£Z�s¯%Ô¹ý�£Z����¡ �N�s�½�H���H� ��§�£��ª���!�]�N�"�ª¤�¥�s�N�K��¼A�_�H��¼��Z�N�É�ZÇ1�������ª�����¹��¡N�������N���f�A���Êº»¼��Z�
α ����¡N���Z�5	>���Pºÿ�����z��¼��§�Z���Z¤2�Z�!�����sý4�9	A�s�N�ª�»��ý H1(Σg,Z). ü�¼��§£�������������������	��s�N�ª�»�sý H1(Σg,Z)���H£Z����� �N¡N��£����Z�C�s�HýR�����ª�	º»��¯ · ��� β(s) = 1

2
+ ei2πs, 0 6 s 6 1.

· ��� β̃(s) = (β(s), w(β(s))) 	>������½ý��K�sý β ��� Σg
�N��£ ¼G��¼A����UýR��¡K��Å��s¤�¥��ª�s β̃(0) = (3

2
, w(0)), º»�ª�N¼ w(0) ∈ R. «¹�§� �´�_�����Q�ª����Z¤2¤2� ÷ ¯ ø�¯ ÷ ��¼��åÎ�¡ ����¥Ê�sý�£Z����ýR�s¡N¤2�s�/���ªþ���s¤2��¡ ¥�¼��ª�N¤��»��ý Σg

���H�ª�N��¤���¡ ¥�¼��ª£K������¼��å����¼�����¡N�s�
Î�¡ ����¥ D2g+2.

ü�¼���£Z���ª����£����ª��� {λl ◦ β̃, l = 0, . . . , 2g − 1}, º»¼���¡ � λ ���x��¼��§Îs�����Z¡����N��¡��sý D2g+2�sý0��¡N����¡ 2g + 2, �ª�»�
	A���N�����sý H1(Σg,Z) [R�N���=X ÷ ��Zg\�¯
V]�	º%ºÿ�K¤���� ����¤�¥>���N�J[ ÷ ¯ ��\ÿ�s���·[ ÷ ¯���\±ýR��¡ α = λl ◦ β̃, º»�ª�N¼ l = 0, . . . , 2g− 1. ü0�p���É��¼A���xºx�£��s�����s¥��N� β �N�É��¼��m�����ª�x��������¡¶���s��¯4²À���s��¼���¡ÿ���Z¡N¤��ÿºx�m����ýR��¡ ¤ £��������ª������� �ª¢ β ���"�N��£ ¼��åº���¢2�N¼�����ª¤�� ��£Z��¡ �s�å�ª����¼��§�����������sý��Pºÿ�����ª���m�N��Îs¤2�Z�!���»�ª¢1�ª��Îp������¼���¡ �����/���ª���s¯MRQ�§�N���

ω =

g−1∑

0

c
(1)
k ω

(1)
k +

g∑

0

c
(2)
k ω

(2)
k +

g−1∑

0

c
(3)
k ω

(3)
k ,

º»¼��Z¡N� c(i)k ∈ C.

ü0�sÄ!����Î8�������8�s£�£Z�������K�N¼���� �D�s�N� ��¤�¥����ª��������½�m�ª�¹¥>���N� �D	��ª�å���8�N¼��	ºë��¼A���¹�N¼�����Ç!�A���N�����Y[ ÷ ¯ ��\ ��ªý
��¼���Î��Z�1��� g �����*��ª�§�ZÇ1���ª�����������§�����N¼��DýR���ª���	º»�ª��Î��¶¢*�¶���Z¤<�sýÿýR����¡§�ZÇ!�A�����ª�����.[-� ���2� �?	�� ��£Z�N���s�÷ ¯���¯ ø�\





f0 = −t2h̄0
f1 = 0
p1 = −t2q̄1
p2 = −t2q̄0.

[ ÷ ¯ ÷ ��\

²³ý g > 3 ��¼��Z¡N���s¡N�m��¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Îp�s�����ª���ª���A��� 2g − 4 ��Ç!�A�_�����s�������D£��s���N�ª����¡
{
fk = −t2q̄g−k+2

pg−k+2 = −t2h̄k
[ ÷ ¯ ÷�÷ \

º»¼��Z¡N� k = 2, . . . , g − 1 �s���

f0 =
(g + 2)2

2(g + 1)
c
(3)
0 sin

(
π

g + 1

)
K0,

fk =

(
−c(1)k +

(g + 2)(g + 2 + k)

2(g + 1)
c
(3)
k

)
sin

(
(k + 1)π

g + 1

)
Kk, k = 1, . . . , g − 1,

ø��



h0 =
(g + 2)2

2(g + 1)
c
(3)
0 sin

( −π
g + 1

)
J0,

hk =

(
c
(1)
k +

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
c
(3)
k

)
sin

(
(k − 1)π

g + 1

)
Jk, k = 2, . . . , g − 1,

pk = −
(g + 2)k

2(g + 1)
c
(2)
k sin

(
kπ

g + 1

)
Ik, k = 1, . . . , g,

qk =
(g + 2)(2g + 4− k)

2(g + 1)
c
(2)
k sin

(
(k − 2)π

g + 1

)
Lk, k = 0, 1, 3, . . . , g,

�s���

Im =
g + 1

m

Γ
(
1 + m

2(g+1)

)
Γ
(
1− m

g+1

)

Γ
(
1− m

2(g+1)

) ,

Jm =
g + 1

g −m+ 2

Γ
(
1
2
+ m−1

2(g+1)

)
Γ
(
1− m−1

g+1

)

Γ
(
1
2
− m−1

2(g+1)

) ,

Km = Jm+2,

Lm =
m− 2

2g −m+ 4
Im−2.

ü�¼��ÿ�ZÇ1�������ª����[ ÷ ¯���\@�½ý*��¼��ÍÎ��Z�1��� g ���0�*��ª���ZÇ!���ª�_�s���Z�!���N�H��¼��ÍýR���ª�ª�'º»�ª��Î�� ¢1� �N��¤ë��ý��Àºx�]��Ç!�A���N�������[-� ����� �?	��N�Z£Z�N����� ÷ ¯���¯ ø�\
{
d1 = 0
e2 = ē0.

[ ÷ ¯ ÷ ��\
²³ý g > 3 ��¼��Z¡N���s¡N�m��¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Îp�s�����ª���ª���A��� g − 2 �ZÇ!�A���N���������N��£Z����� �����Z¡

dk = ēg−k+2
[ ÷ ¯ ÷ ø�\

º»¼��Z¡N� k = 2, . . . , g − 1, �s���

dk =

(
c
(1)
k − k(g + 2)

2(g + 1)
c
(3)
k

)
sin

(
kπ

g + 1

)
Ik, k = 1, . . . , g − 1,

ek =
(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
c
(2)
k sin

(
(k − 1)π

g + 1

)
Jk, k = 0, 2, . . . , g.

ø ÷



RQ���s¡N���ª�1��Ä!����Î]ýR��¡0��¼��x���s�ª�������sý t �N��£´¼p��¼A�_����¼���¥�¡N���*�ª������� ¢1�¶����¤���¼A�	�s���������N¡N�½�*���s�!�N���ª�����ª����������N��¡N¤��H�sý c(j)i . Ôm���ª¢8ýR��¡���¼����N�å�N¥>�Z£����s�/���s�ª�����H�sý t �ª�»¼�������� dimH(Gt) > 0 �s¡H��Ç!���½���s�ª�������ª¢
Nul(Gt) > 3.

RQ�K�¶�´�s¡¶��º»�½��¼"��¼��K�s�A���ª¢1�N�ª�x�sýU�N¼��m� ¢1� �N��¤Û[ ÷ ¯ ÷ ��\ ¯�ü�¼������¶¢1� ���Z¤ ����¤2�½���ÿ�����8�N¡N�½�*���s�>� �����*�����s���
�ªý0�s���z�����ª¢8�½ý t �´�sÄ����»��¼�¡N���K���������Z�»�������������^	�¢ t1, t2, t3. ÔW	!�1�������N�ª¢2��¼���¢z��¡N�KýR����£Z���ª�������sý g.
²³ý0ºx�§�N��� s = 1

g+1
��¼�����ºx��£��s��º»¡N�½���

t1 =

√
K0

J0
=

√
1− s2

2

√
Γ (1− s)

Γ (1 + s)

Γ
(
1− s

2

)

Γ
(
1 + s

2

) ,

t2 =

√
I1

(2g + 3)L1

=

√
Γ (1− s)

Γ (1 + s)

Γ
(
1 + s

2

)

Γ
(
1− s

2

) ,

t3 =

√
I2J0
gL0K0

=
2

1− s

√(
Γ(1 + s)

Γ(1− s)

)3
√

Γ(1− 2s)

Γ(1 + 2s)

Γ(3/2− s/2)

Γ(1/2 + s/2)
.

RQ��¡ ��£��s�����N¼A���»�ªý g > 3 �N¼���¡ �å��¡N�§�s�N¼���¡���Ç!�A���N�����������D£������ �����Z¡�¯±ü�¼��Z¢z�s¡ �




fk = −t2q̄g−k+2

pg−k+2 = −t2h̄k
dk = ēg−k+2

º»¼��Z¡N� k = 2, . . . , g − 1. ü�¼A�s��Ä1��������¼��K¥A��¡ ���ª£������s¡ÿ� ��¡ ��£Z�N��¡N�§�sýU��¼��K�ZÇ1�������ª�����ZA�½���ª��¥>���N� �D	��ª����Ê� �N����¢Q� ��¥A�s¡N�����Z�ª¢CýR�s¡����s£´¼\�N������ý���¼�¡ ���2��Ç!�A���N�������å�N¼��2��Å*���¶���Z��£��"�sý�� �������N��������¯�¿±�s£´¼\� �Z�
�sý¹�N¼�¡N�Z�Ê�ZÇ1�������ª�����2�s��¤��ª�N�D���s�Y�N¡N�½�*���s��� �����*�����s���D�½ým�s���Y�����½¢[�ªý]��¼��zýR�s���ª�'º»�ª��ÎC¤"�_��¡N� Å[¼A���
��������¡ ¤2�ª�A�s���»��Ç!�A���/�N��¬Z��¡N�



−Kk (g + 2 + k)Kk (g + 2 + k)t2Lg−k+2

t2Jk (g + 2− k)t2Jk (g + 2− k)Ig−k+2

Ik −kIk −kJg−k+2


 .

«]ý��N��¡m�N¼��D£´¼A����Î��D��ýÍ���s¡ �©��	��ª� l = g − k + 1 � ���N¼A��� 2 6 l 6 g − 1, �½�K�ª�K¥>��� �N�n	����É����� ¼��	º��¼����»�N¼��§��������¡ ¤2�ª�A�s���»���
−(g + 2)(at4 + bt2 + c), [ ÷ ¯ ÷ ��\

º»�ª�N¼
a = (2g − l + 3)Ig−l+1Jg−l+1Ll+1

b = −2(g − l + 1)Jl+1Jg−l+1Kg−l+1

c = (l + 1)Ig−l+1Il+1Kg−l+1.

ø��



RQ�å��¡N�§�ª�!�N��¡ ��� �N���Ê�ª�"�A�����ª��Îp��¼��§¥>��� �ª�N�ª���m���������Z�»�sý t � ��£ ¼z�N¼A���
at4 + bt2 + c = 0. [ ÷ ¯ ÷ ú�\

ü����N�ª¤2¥��ª�½ý�¢���¼������s�´���N�����8ºÿ��������¡ �1����£��m��¼��KýR�s���ª�'º»�ª��ÎÉ��¼�¡N���KýR����£����ª�����

F (v) =

(
Γ(1

2
+ v

2
)

Γ(1
2
− v

2
)

)2
Γ(1− v)

Γ(1 + v)
,

I(v) =

(
Γ(1− v

2
)

Γ(1 + v
2
)

)2
Γ(1 + v)

Γ(1− v)
,

L(v) =

(
Γ(1 + v

2
)

Γ(1− v
2
)

)2
Γ(1− v)

Γ(1 + v)
=

1

I(v)
.

ü�¼�������� £�¡N�ª¤2�ª���s�!� b2 − 4ac �sý±�N¼����ZÇ1�������ª���©[ ÷ ¯ ÷ ú�\��N�Z���C���ªÄs�����}�ZÇ1�������ª���}��ýÍ���ZÎ�¡N�Z���Àºx���ª���¼��§�_�s¡N����	��ª� t2, ��������Î������½���§�½ý4�s���z�s���ª¢"�ªý X = b2/4ac < 1. ²³�H�ª��¥>���N� �D	��ª�K�N��� ¼��'º �N¼A���

X =
l2

l2 − 1
F 2

(
l

g + 1

)
I

(
l − 1

g + 1

)
I

(
l + 1

g + 1

)
. [ ÷ ¯ ÷ ��\

�¯MV]�	¢������s���ÿ� ¼��'ºÿ���[�N¼A�����½ý 2 6 g 6 37, ��¼���� X < 1 �s���[�s�É£������N��Ç!���Z��£�����¼��"��Ç!�A�_�����s�[ ÷ ¯ ÷ ú�\»¼A���m���s�m�s�!¢z�N���ª�����ª���Ê�N�ª��£��É�½���]�����N£Z¡N�ª¤2�ª�A���!�H���]����Î����N�ª����¯]ü�¼���� dimH(Gt) > 0 �����ª¢ýR��¡ t = t1, t2, t3.
�1��¤2¤2�s¡ ��¬Z�ª��ÎÉºx��£��s�z� �������.[-� ���.X ø��`Z/ýR�s¡��s��¼��Z¡»�����´�s�ª���j\�T

p æUÚ!ã�ó_Ú1é Öoqªö¶qªõBq��z�
2 6 g 6 37

v | � t ∈ (0,+∞), xzyo{Q|

Nul(Gt) =





4
� �

t = t1, t2
5

� �
t = t3

3 { w�~ {Q Myo{ u { ¦
�*�ª��£����N¼��å��Å1���Z�����Z�QÌ§�s��� �]¤"�s¥Ê��ý���¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�¹� ��¡ ý-��£����¹�ª�]� Å��s£Z�N�ª¢ Gt2 ,

�½�]�ª�
¥>��� �N�D	����¹���p� �´���N�m��¼A������¼��§�!������� ¥A�s£��§��ý���¼�� Æ �s£Z��	��@�s¥>��¡��_����¡��sý Mg

¼A�s�����ª¤2�Z���N�ª���8��Ç!�A�s�����
4 ýR�s¡ 2 6 g 6 37.

Ô¹��¼��Z¡»���s�ª�����H�sý t ýR��¡�º»¼���£´¼ Nul(Gt) > 3 �s¡N���s��¤��ª�N�N���������½¢��ªý g > 38. ²À�»X ø���ZM�>¯iV¹��¢����´�s���£��s�_� ��£�����¡ ���C�N¼���� �����s�ª�����¹ºx�Z¡N�9	��ªÎ�Î��Z¡]��¼A��� t3. ü�¼��p¥�¡N�1��ýÍ�sý���¼���£��s�_� ��£�����¡ �������}�ª���¹£Z����� ��¾Ç!������£����Hº»���ª�U	>�§�N¼��	ºx���Ê����� ��£������s��� ÷ ¯����s��� ÷ ¯ùú*¯

ø�ø



ñ$ò�� ùêú 2 )¡ö@:¶2
g > 38

�¯�V¹��¢����´�����/¥�¡N�	��������¼A��� X �ª�»�D���Z£�¡ ���s� ����ÎDýR����£����ª����������¼��§�_�s¡N����	��ª��� l,
x =

l

g + 1
, y =

l + 1

g + 1
, z =

l − 1

g + 1

º»�ª�N¼ 2 6 l 6 g−1. RQ��¡N��£��s�ª���N¼A����ºÿ�»¼A�	�s�»�N��� s = 1
g+1

. R$��Ä!���'ºY��¼�����ýR��¡ l = 2 �s��� g = 37��¼��ÿ����� £�¡ ��¤��ª�A�s������ý��N¼��ÿ�ZÇ1�������ª����[ ÷ ¯ ÷ ú�\@�������ZÎ����N�ª����¯ Ã ��¡U�N¼���� �ÿ���s�ª�����0��ý l ����� g ��¼��±���s¡ �©��	��ª���
x, y, z, s �s¡ �]¡N��� ¥>��£����ª���Z�ª¢���Ç!�A�s�>�N� xmax = 2smax, ymax = 3smax, zmax = smax = 1/38. ü�¼����ºx�§º»�ª����� �N����¢���¼����N�s�����N���������sýª[ ÷ ¯ ÷ ú�\ÿýR��¡ i ∈ [0, imax]

[�ºx��£��s���/����¤2�ª�N� �D	��ª�¹���s�ª���Z�»��¼��§���������Z�
�����N¼���� �¹��������¡¶���s�ª�¡\�º»¼���¡N� i �������s�N��� x, y, z, s, 	>��£��s��� �¹ýR��¡�	��ªÎ�Î��Z¡±���������Z�ÿ�sý@�N¼��H���s¡ �©��	��ª������¼�����ª�N£�¡ ��¤��ª�A�s���4£��s�!���ª�1���Z�����W	>������Î������½�����s���p�N�m��¼�����Ç!�A���N�����'[ ÷ ¯ ÷ ú�\����1���������±�s��¤��ª�4�N�s�����N��������¯
«¹�ª���N¼��§�N���ª�����ª�������sýª[ ÷ ¯ ÷ ú�\�*��¼A�_�»ºÿ�����Z���s����	!¢ t±(l, g), �����N���¶ý�¢ t2±(l, g) = T1 ± T2,

º»�ª��¼

T1 =
l

l − 1
F (x) I (z) [ ÷ ¯ ÷ ��\

�s���
T2 =

√(
l

l − 1

)2

F 2 (x) I2 (z)− l + 1

l − 1
L (y) I (z). [ ÷ ¯ ÷ ��\

RQ�Dº»�����4¥�¡N�	�����N¼A����/ýR��¡��s���4�N¼��D���s�ª��������ý l �s��� g, �N��£´¼Q��¼A�_� 0 6 l
g+1

6 xmax = 2
38
, º»�½��¼

2 6 l 6 g − 1 �s��� g > 38, �N��£´¼z��¼A�_� T2 ���»�p¡N�����/�1��¤J	>��¡���ª��¼��������
t23 (s) < t2−(l, g).

[ ÷ ¯ ÷ ��\
RQ�����Z��� � ������¢$��¼���	>��¼A���1������¡��sý»��¼��8ýR����£����ª����� F, I, L, F 2, I2 ��¼A���p�s¥�¥>���s¡p�ª�³[ ÷ ¯ ÷ ��\å�s���[ ÷ ¯ ÷ ��\�¯�ü�¼����H�s�ª¤ ����¥���¡ �N���Z�b	�¢8��¼��§��� ���sý0¬���¡ �2�s¡N���Z¡»�N�Z¡N�ª���»�sý0�N¼���� �§ýR����£Z�N��������¯
ü�¼��»� ��£�¾ · �s��¡N���É� ��¡N�ª���4�sýA��¼��xýR����£Z���ª����� F (x), G(z), L(y), F 2(x), I2(z) ýR��¡4�s��¤����N� �D	��ª�±�_�s�����Z��sý x, y, z �s¡N�

F (x) = 1 +RF (d1x)x, I(z) = 1 +RI(d2z)z, L(y) = 1 +RL(d3y)y,
[ ÷ ¯û�s��\

F 2(x) = 1 +RF 2(c1x)x, I2(x) = 1 +RI2(c2x)x,

º»¼��Z¡N� ci, di ∈ (0, 1). �*�Dºÿ��£��s��º»¡N�ª�N�
F (x)I(z) = 1 +RFI(x, z), F

2(x)I2(z) = 1 +RF 2I2(x, z), L(y)I(z) = 1 +RLI(y, z),

º»�ª�N¼
RFI(x, z) = RF (d1x)x+RI(d2z)z +RF (d1x)RI(d2z)xz,

RF 2I2(x, z) = RF 2(c1x)x+RI2(c2z)z +RF 2(c1x)RI2(c2z)xz,

ø��



RLI(y, z) = RL(d3y)y +RI(d2z)z +RI(d2z)RL(d3y)zy.

²À�Q��¼���ýR���ª���	º»�ª��Î ψ(x) ���Z���s�N���å��¼��"����Î��s¤�¤2�8ýR����£Z���ª���@¯�²³�É�ª��¡N���������Z�Q�N� Γ(x), ��¼��2Î��s¤�¤2�ýR����£����ª���@?	�¢
ψ(x) =

d

dx
(ln Γ(x)) .

Ã ��¡��N¼��§¥�¡N�s¥>��¡ �N���Z�»�sý0�N¼���� ���N¥>��£Z�©���@ýR����£Z�N���s����ºx�Kº»���ª��¡N��ýR��¡����'X ÷ Z�¯
ü�¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¥�¡N��¥>��� �ª���ª����Îs�ª���������N��ýR���U¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z�»�sý���¼��KýR����£Z���ª�����0� ��� �H�ª�!��¡ �1����£Z���@¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØëÖoq «Cq-Örq��z�

x ∈ [0, xmax], z ∈ [0, zmax]
v | � y ∈ [0, ymax], xzyo{ ��t`wmwDt   � |�� v`~j~ { u ®x �Ht | ~ y t`w���£

° ¦
RF (x) < 0

� ¦
RI(z) 6 0

� ¦
RL(y) > 0

	 ¦
(RF )

′
x(x) > 0

� ¦
min(RI)

′
z(z) = −0.095 · · ·

� ¦
RFI(x, z) > Cx   � xzy C = −4 ln 2

� ¦
RLI(y, z) > 0

� ¦
RI2(z) 6 0

� ¦
W (x) = RF 2(x) < 0

°�� ¦
W ′
x(x) > 0 ¯ ~Ft RF 2(x)

�D~@v | � | �Qu { v`~Q� |�� � }�| � x �Ht |
°�° ¦

W ′′
xx(x) < 0

°�� ¦
W ′′′
xxx(x) > 0

° � ¦!�m�  ¡{ ~ {Qx Y (x) = xW (x), xzyo{Q| Y ′
x(x) < 0

°
	 ¦
Y ′′
xx(x) > 0

°"� ¦
Y ′′′
xxx(x) < 0.

� ó_ã@ã�ä_q

ø�ú



÷ ¯ RF (x) = F ′
x(x) = F (x)ΨF (x),

º»¼���¡ �

ΨF (x) = −ψ(1− x)− ψ(1 + x) + ψ

(
1

2
− x

2

)
+ ψ

(
1

2
+
x

2

)
.

RQ�§��	�� ��¡ ���§��¼����
ΨF (x) = 2

∞∑

k=0

1

(2k)!

(
1

22k
ψ(2k)

(
1

2

)
− ψ(2k)(1)

)
x2k.

�1����£Z� ΨF (0) = 2ψ
(
1
2

)
− 2ψ(1) = −4 ln 2, ψ(2k)(1) < 0 �s��� ψ(2k)

(
1
2

)
= (22k+1 −

1)ψ(2k)(1) < 0, �½ý k > 1 [-� ����ýR�s¡N¤������s����¯���¯û�"�s���e��¯���¯��8�sý�X ÷ Zg\�ºx�p£��s�}£��s��£��ª�����É��¼A�_�
ΨF (x) < 0 �s���\�½�å���É�Ê���Z£�¡N���s�N�ª��Î ýR����£����ª���@¯b�*�ª��£�� F (x) > 0 ��¼��Z� RF (x) < 0 �����
F (x) �ª�H�p����£Z¡N���s�N�ª��ÎDýR����£Z�N������¯

�*¯ RI(z) = I ′z(z) = I(z)ΨI(z),
º»¼��Z¡N�

ΨI(z) = ψ(1− z) + ψ(1 + z)− ψ
(
1− z

2

)
− ψ

(
1 +

z

2

)
.

RQ�§��	�� ��¡ ���§��¼����
ΨI(z) = 2

∞∑

k=1

1

(2k)!
ψ(2k)(1)

(
1− 1

22k

)
z2k.

�1����£Z� ψ(2k)(1) < 0 ýR�s¡ k > 1 ��¼��Z� ΨI(z) 6 0 �s�����ª�¹�ª�m�"����£�¡ ���s� ����Î"ýR����£Z�N������¯k�*����£Z�
I(z) > 0 ��¼���� RI(z) 6 0.

ø�¯ RL(y) = L′
y(y) = L(y)ΨL(y),

º»¼��Z¡N� ΨL(y) = −ΨI(y).
ü�¼���� ΨL(y) > 0 �s���Ê�½�H�ª�]����ª��£�¡ ���s� ����Î�ýR����£Z�N������¯��*����£Z� L(y) = 1/I(y) > 0, ��¼��Z� RL(y) > 0.

��¯»ü�¼������Z¡N�ª�_�����½���x�sý RF
�ª� F ′′

xx(x) = F (x)(Ψ2
F (x)+(ΨF )

′
x(x)).

�*�ª��£�� ΨF (x) < 0 �s�����ª�4����»����£Z¡N���s�N�ª��Î]ýR����£Z�N������ Ψ2
F (x) > 0 �s���å�ª��£�¡ ���s� ����Î�¯�²³�0¼����ª��� Ψ2

F (x) > Ψ2
F (0) = 16 ln2 2.

(ΨF )
′
x(x) = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 1)!

(
1

22k
ψ(2k)

(
1

2

)
− ψ(2k)(1)

)
x2k−1.

«]���*�N¼���£��1�3§�£Z���Z�!���±�sý���¼����N��¡ ���Z�Í�s¡ ������Î������½���$[-� ������¼��»¥>���ª�!� ÷ \4�N� (ΨF )
′
x(x) 6 0 �s���D�ª��ª�H������£Z¡N���s�N�ª��Î2ýR����£Z�N�����@¯ÿ²À�Ê¥A�s¡ �N��£Z���©�s¡ (ΨF )

′
x(x) > (ΨF )

′
x(xmax) = −0.19 · · · . �*�ª��£��

F (x) > 0 �����z�ª�����»�D����£Z¡N�����N����Î�ýR����£Z���ª����ºx��£��s�z£��s��£��ª�����K��¼A�_�
F ′′
xx(x) > F (xmax)(Ψ

2
F (0) + (ΨF )

′
x(xmax)) = 6.4 · · · .

ø��



ú*¯»ü�¼�������¡ �ª�����N�ª���8�sý RI
��� I ′′zz(z) = I(z)(Ψ2

I(z) + (ΨI)
′
z(z)).

�*�ª��£Z� ΨI(z) 6 0 �s��� �ª��ª�z� ����£�¡ ���s� ����Î ýR����£Z�N�����Ý[-� ���C��¼��C¥>�������Ê��\� Ψ2
I(z) > 0 �s���%����£�¡N���s�N�ª��Î�¯Ó²³�z¼��s�����

Ψ2
I(z) 6 Ψ2

I(zmax) = 1.5 · · · · 10−6.

(ΨI)
′
z(z) = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 1)!
ψ(2k)(1)

(
1− 1

22k

)
z2k−1.

«]���@��¼��å£��1�Q§�£����Z�!�N�¹�sý��N¼��É� ��¡ ���Z�m�s¡ �å���ZÎ������½���å� � (ΨI)
′
z(z) 6 0 ����� �ª�H���]�2���Z£�¡ ���s� ����ÎýR����£Z�N�����@¯�²À�Ê¥��s¡ �N��£����©�s¡ (ΨI)

′
z(z) > (ΨI)

′
z(zmax) = −0.095 · · · . �*����£Z� I(z) > 0 �s���z�ª��ª�»�D���Z£�¡ ���s� ����ÎDýR����£������s��ºÿ��£��s�z£�����£Z�������§�N¼A���

I ′′zz > I(zmax)(Ψ
2
I(0) + (ΨI)

′
z(zmax)) = −0.095 · · · .

��¯��1����£Z� RF < 0 ����� RI 6 0, �ª��¼����������N¼A���
RFI(x, z) > RF (d1x)x+RI(d2z)z,

º»¼���¡N� di ∈ (0, 1). ü�¼��z¥>���ª�!�9�C��¤�¥��ª�ª�Z�É��¼A��� RF
���D�s� ����£Z¡N���s�N�ª��Î}ýR����£Z�N�����+�s��� ºx�

¼��	���¹£Z��¤�¥����N���2��¼��]¥>��� �ª�N�ª���H¤������ª¤É��¤�[R��¼����Íºx�¹���Z���s�N��	!¢ m \����s�����]�sý@�ª�N�Í����¡ �ª�����N�ª����¯ü�¼��s��Ä!���N� �N¼��"¥>�������pú�ºx�8¼��	��� m > |n|, º»¼���¡ � n ���Z���s���Z�É��¼��"���ZÎ����N�ª���"¤������ª¤���¤�_�s�����K�sý���¼��§���Z¡N�½�����N�ª���K�sý RI .
V]�	ºSºx����	��N��¡¶�����N¼A���

RF (d1x)x+RI(d2z)z > (RF (0) +mx)x+ (RI(0) + nz)z >

RF (0)x+RI(0)z + (m+ n)z2 > RF (0)x+RI(0)z = Cx.

ü�� ��	��´�����G��¼����å£´¼A�����$�sý��ª���ZÇ1���s���½���ª�Z�§ºx�"��� ���$��¼���ý-�s£Z�å�N¼A��� m + n > 0 �s��� x > z.ü�¼���� RFI > Cx.

�*¯ªRQ�§¡N�Z£��s�ª����¼A�_� RLI(y, z) = L(y)I(z)− 1, L(t) = 1/I(t) �s���

y =
l + 1

g + 1
>
l − 1

g + 1
= z.

RQ�mºx�s�!�����p¥�¡N�'���¹��¼A��� L(y)I(z)− 1 > 0 ��¡��ZÇ1���ª�������������½¢ L(y) > 1/I(z). &x�*���N¼A�s��Ä!��N�D�N¼��§¥>�������Hø��ºx�§¼A�����
L(y) > L(z) =

1

I(z)
.

��¯ RI2(z) = (I2)′z(z) = 2I2(z)ΨI(z).
Ã ¡N��¤~��¼��¹¥�¡ �1�sý/�sý/�N¼��¹¥>���ª�!���1 ΨI(z) 6 0 �s���8�ª�ÿ����p����£Z¡N���s�N�ª��Î�ýR����£Z�N������¯��*����£Z� 2I2(z) > 0, �N¼����Ê�s��� � RI2(z) 6 0.

ø��



��¯ W (x) = (F 2)′x(x) = 2F 2(x)ΨF (x).
²À����¼��K¥>������� ÷ ºx�§¼A�	���§��	��N�Z¡ �����z�N¼A��� ΨF (x)

�ª�»�
����Î����N�ª���p�����C����£�¡ ���s� ����Î8ýR����£Z�N������¯@�*����£Z� 2F 2(x) > 0, ��¼��Z�G�s��� � W (x) ���m�8���ZÎ������½���ýR����£Z�N�����@¯

÷ ��¯ W ′
x(x) = F 2 (4Ψ2

F (x) + 2(ΨF )
′
x(x)) .

�*����£�� ΨF (x) < 0 �����É�ª�0�ª�4�]����£Z¡N�����N����Î¹ýR����£������s�@
Ψ2
F (x)

���ÿ�å¥>���N�½���ª���]�s���"����£Z¡N�����N����ÎåýR����£Z���ª���@¯�²À�2��¼��¹¥�¡N�1�sý/�sý@�N¼��¹¥>���ª�!�O�åºx�¹��	��N�Z¡ ���Z�
�N¼A��� (ΨF )

′
x(x) 6 0 �s���z�½�»���»�D����£Z¡N�����N����Î�ýR����£����ª���@¯��*����£�� 2(ΨF )

′
x(xmax) = −0.38 · · ·����� 4Ψ2

F (x) > 4Ψ2
F (0) = 64 ln2 2 = 30.74 · · · , ºx��£��s�z£�����£��������K��¼A��� W ′

x(x) > 0.

÷s÷ ¯»ü�¼�����Å*¥��ª��£��½����Å*¥�¡ ��� �N�����Ê�sý W ′′
xx
�ª�

W ′′
xx =

1

2
F 2(x)

(
16Ψ3

F (x) + 24ΨF (x)(ΨF )
′
x(x) + 4(ΨF )

′′
xx(x)

)
.

²À�\��¼��8¥�¡ �1�sýH�sý���¼��8¥>������� ÷ ºx����	��N�Z¡ ���Z�+�N¼A��� ΨF (x)
����������Î������½�����s���[���Z£�¡ ���s� ����Î

ýR����£Z�N�����@¯k�*� 16Ψ3
F (x) 6 16Ψ3

F (0) = −1024 ln3 2 = −341. · · · . ü�¼A����Ä!�m���"��¼���¥�¡N�1��ý��ý¹��¼��z¥>���ª�!� ÷ �}ºx�ÊÄ!���	º �N¼A��� (ΨF )
′
x(x) 6 0 �s���Y�ª���ª�2�C����£Z¡N�����N����ÎQýR����£����ª���@¯�²À�¥��s¡ ���ª£����©�s¡ 0 > (ΨF )

′
x(x) > (ΨF )

′
x(xmax) = −0.19 · · · . RQ�§£��s�z£��s��£��ª�����K��¼A�_�

24ΨF (x)(ΨF )
′
x(x) 6 24(ΨF )

′
x(xmax)ΨF (xmax) = 12. · · · .

«]�»ýR�s¡���¼��§���s� �»� ��¤�¤"�s���@��ª����������Î����N�ª����¯±²À��ý-�s£��

(ΨF )
′′
xx(x) = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 2)!

(
1

22k
ψ(2k)

(
1

2

)
− ψ(2k)(1)

)
x2k−2.

�1����£Z���s����N¼��§£��1�3§�£Z���Z�!���H��ý0��¼��§�N��¡ ���Z�]�s¡ �§���ZÎ����N�ª���s�ºx�§Î��Z�
4(ΨF )

′′
xx(x) 6 4(ΨF )

′′
xx(0) = −12ζ(3) = −14.4 · · · ,

º»¼���¡N� ζ(·) ���Z���s�N���»��¼��åµ»���Z¤2�s����¬����´�pýR����£Z�N������¯,R$�§£��s�z£�����£��������K��¼A���
16Ψ3

F (x) + 24ΨF (x)(ΨF )
′
x(x) + 4(ΨF )

′′
xx(x) 6

6 16Ψ3
F (0) + 24ΨF (xmax)(ΨF )

′
x(xmax) + 4(ΨF )

′′
xx(0) = −342.7 · · · .ü�¼����]�s�N� ��¡N�Z� W ′′

xx < 0.

÷ �*¯»ü�¼�����Å*¥��ª��£��½����Å*¥�¡ ��� �N�����Ê�sý W ′′′
xxx
�ª�

W ′′′
xxx =

1

4
F 2(x)

(
64Ψ4

F + 192Ψ2
F (ΨF )

′
x + 48((ΨF )

′
x)

2+
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+64ΨF (ΨF )
′′
xx + 8(ΨF )

′′′
xxx) .RQ�§� ���s¡ �»��	��N�Z¡ �1����ÎD��¼A����A� ����£Z� ΨF

�ª�»�D���ZÎ����N�ª���§����£Z¡N�����N����Î�ýR����£Z���ª���@
64Ψ4

F (x) > 64Ψ4
F (0) = 64(4 ln 2)4 = 3782. · · · .

�1����£Z� (ΨF )
′
x(x)

�ª�/�������U¥>��� �ª���½�����s���§����£Z¡N�����N����Î»ýR����£Z���ª���=[-¥>���ª�!� ÷ ��\ 	��¼���� 192Ψ2
F (ΨF )

′
x�Z�_� �'¢1�»�N¼��§���s¤��K¥�¡N��¥>�Z¡ �À¢�¯±²À�z¥A�s¡ �N��£Z���©��¡

192Ψ2
F (ΨF )

′
x > 192Ψ2

F (xmax)(ΨF )
′
x(xmax) = −282. · · · .

Ã ¡ ��¤<�N¼��8¥�¡N���1����������	��N�Z¡ �����N���s�����ª�åýR�����ª�	º»����¼A��� 64ΨF (ΨF )
′′
xx > 0, 48((ΨF )

′
x)

2 > 0��������¼���¢z��¡N�§�ª��£�¡ �����N����ÎpýR����£Z�N��������¯
«]��ýR��¡���¼��§�©�s�¶�»� ��¤2¤2�s���8º»¼���£´¼Ê�s¥�¥>���s¡N�»���8��¼��§� Å*¥�¡N�Z�N�N���s�Ê�sý W ′′′

xxx,
ºx�§��	�� ��¡ ���§�N¼A���

(ΨF )
′′′
xxx = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 1)!

(
1

2(2k+2)
ψ(2k+2)

(
1

2

)
− ψ(2k+2)(1)

)
x2k−1.

²³�»���»�D���s�H¥>�s�N�ª�N�ª���§�����z����£Z¡N���s�N�ª��Î�ýR����£Z�N������¯��*�Dºx�§£��s��º»¡ �ª���
8(ΨF )

′′′
xxx(x) > 8(ΨF )

′′′
xxx(xmax) = −19.9 · · · .

RQ�§£��s�z£Z����£Z������� W ′′′
xxx(x) > 0.

Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N�mýR¡ ��¤ ����¡���	�� ��¡¶�������ª�����»�½��ýR���ª���	º»�x��¼A�_�
W ′′′
xxx(x) 6

(
16Ψ4

F (xmax) + 24((ΨF )
′
x)

2(xmax)

+16ΨF (xmax)(ΨF )
′′
xx(xmax)) < CW

º»�½��¼ CW = 1125.

÷ ø�¯»²³�»¼��s�����x��¼A��� Y ′
x(x) = W (x) + xW ′

x(x).
Ã ¡N�s¤ ��¼��K¥�s�������5�* ÷ �p�s��� ÷�÷ ºx�§Ä!���	º �N¼A���

W (x) �ª�2�G����Î������½���Ê�ª��£�¡ ���s� ����ÎCýR����£Z�N����������� W ′
x(x)

�ª��¥>��� �ª���½���Ê�s��������£Z¡N���s�N�ª��ÎQýR��¡
x ∈ [0, xmax].

�*��ºx�å£��s�Êº�¡N�ª�N� W (x) 6 W (xmax) = −4.1 · · · �s��� W ′
x(x) 6 W ′

x(0) =
64 ln2 2 = 30.7 · · · . ü�¼���� Y ′

x(x) 6 W (xmax) + xmaxW
′
x(0) < 0.

÷ ��¯»²³�»¼����ª������¼���� Y ′′
xx(x) = 2W ′

x(x) + xW ′′
xx(x).

Ã ¡ ��¤ �N¼��§¥>���ª�!�N� ÷ �� ÷s÷ �s��� ÷ �åºx��Ä!���	º
�N¼A��� W ′

x(x)
������¥>���N�½���½���8����£�¡ ���s� ����Î�ýR����£������s� �s��� W ′′

xx(x)
�ª������Î��_���ª���������[����£Z¡N�����¶¾

�ª��Î�¯¸�*�[ºx�C£��s�Xº»¡ �ª�N� W ′
x(x) > W ′

x(xmax) = 22. · · · . �s��� W ′′
xx(x) > W ′′

xx(0) =
−64 ln3 4− 6ζ(3) = −177. · · · . ü�¼���� Y ′

x(x) > 2W ′
x(xmax) + xmaxW

′′
xx(0) > 0.

ø��



÷ ú*¯»²³�¹¼����ª���H�N¼A��� Y ′′′
xxx(x) = 3W ′′

xx(x) + xW ′′′
xxx(x).

Ã ¡ ��¤ �N¼��É¥>���ª�!�N� ÷�÷ �s��� ÷ �Dºÿ��Ä!���	º
�N¼A��� W ′′

xx(x)
���}�T���ZÎ����N�ª���\����£Z¡N�����N�ª��ÎkýR����£������s�ë����� 0 < W ′′′

xxx(x) < CW .
ü�¼��Z�

Y ′′′
xxx(x) 6 3W ′′

xx(xmax) + xmaxCW < 0.

� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØëÖoq «�qªõBq�s�t`u9v�wmw xzyo{ �`v�w }o{ ~.t�� l, x, y, z ��t`u  My �H� y T2(l, x, y, z) �D~Ju { v�w ¯ � x¡y t`w��`~xmy v x
T2(l, x, y, z) 6

1 + Cl2x

l − 1
,

 Myo{ u { C = −4 ln 2.
� ó_ã@ã�ä_q ü�¼�����¥�¡N��� �N�ª���Ê�sý T2 ����Î��½�����!	!¢·[ ÷ ¯ ÷ ��\�¯,RQ�§¡N��º»¡N�½���§�½�»�ª����¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��ÎÉº���¢

T2 =
1

l − 1

√
l2F 2 (x) I2 (z)− (l2 − 1)L(y)I(z).

RQ�å� �´��¡ �]� ������¢1����Î2�N¼��å£����N�å�sý T2 ����� ¬Z��¡ ��¯»²³ý 1 + R̄(x, y, z, l) ���»�N¼���� �s£ ¾ · �s��¡N���z�N�Z¡N���Z�]�sý��¼��§ýR����£Z�N��������������¡»�N¼��§�NÇ!�A��¡N��¡N�1������¼��Z�zºx�§£��s��º»¡ �ª���

T2 =
1

l − 1

√
1 + R̄(x, y, z, l),

º»¼��Z¡N� R̄(x, y, z, l) = l2(RF 2(c1x)x(1 + RI2(c2z)z) + RI2(c2z)z) − (l2 − 1)RLI(y, z),
�s���

c1, c2 ∈ (0, 1). ü�¼A�s��Ä1�p�N����¼���¥>���ª�!�N�
�*±��]�}�s��� ÷ � �sýH¥�¡N�s¥>���N�½�����s� ÷ ¯���¯ ÷ �ºÿ��Ä!���'º ��¼A�_�
RLI(y, z) > 0, RI2(x) 6 0 �s���§��¼���� RF 2(x) ���U�»���ZÎ����N�ª���±����£�¡N���s� ����Î�ýR����£����ª���@_� � RF 2(c1x) 6

RF 2(x). RQ�§£��s�z£Z����£Z�������K��¼�������ªýUºx��� �Z�
R(x, z, l) = l2RF 2(x)x(1 +RI2(c2z)z),

��¼����
R̄(x, y, z, l) 6 l2RF 2(c1x)x(1 +RI2(c2z)z) 6 R(x, z, l),

T2 =
1

l − 1

√
1 + R̄(x, y, z, l) 6

1

l − 1

√
1 +R(x, z, l).

RQ��Ä!���	º ��¼����
√

1 + f(x) =
√

1 + f(0) +
f ′t(t)

2
√

1 + f(t)
|t=cxx,

º»¼��Z¡N� c ∈ (0, 1). ²³ý0ºx���s¥�¥��½¢"��¼��ª��¡N��� ���ª�����p��¼��KýR����£Z�N����� f(x) = R(x, z, l), ºÿ��Î����

T2 6

√
1 +R(x, z, l)

l − 1
=

1

l − 1

(
√

1 +R(0, z, l) +
R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
|t=cxx

)
,

���



º»¼��Z¡N� c ∈ (0, 1). RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_� R(0, z, l) = 0. ü�¼����

T2 6
1

l − 1

(
1 +

R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
|t=cxx

)
.

ü�¼���¥�¡N�1�sý�º»���ª�U	>��£Z��¤�¥��������Z�Ê�_ý�����¡�¼A���*�ª��ÎD¥�¡N�	��������¼��KýR���ª���	º»�ª��Î�¡N�Z�N���½��¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØSÖrq «Cqªö¶q$# | � { u xzyo{ ~3v�� {�y�¤ �ot xmyo{ ~ { ~Jt��¡��u_tj�otF~Q� x �Ht | ° ¦ 	 ¦ �

R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
6 Cl2,

 Myo{ u { C = −4 ln 2.
� ó_ã@ã�ä_q RQ�§� �Z� H(z, l) = l2(1 +RI2(c2z)z) 6 l2 �s��� Y (t) = RF 2(t)t.

Ã ¡N��¤ �N¼��K��Å*¥�¡ ���N�N�ª���
�sý R(t, z, l) = H(z, l)Y (t), �ª�KýR�����ª�	º»�m��¼A��� R′

t(t, z, l) = H(z, l)Y ′
t (t).

Ã ��¡ ��¼��Z¡N¤���¡N��ºx��£��s�
º»¡N�½���

R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
=

H(z, l)Y ′
t (t)

2
√

1 +H(z, l)Y (t)
.

RQ�±Ä!���	ºQýR¡N�s¤S¥�¡N��¥>�s�N�ª�N����� ÷ ¯���¯ ÷ ��¼���� Y (t) 6 0 �s��� Y ′
t (t) < 0, �N¼���� R′

t(t, z, l) = H(z, l)Y ′
t (t) >

l2Y ′
t (t),

�s���
− 1

2
√

1 +R(t, z, l)
> − 1

2
√

1 + l2Y (t)
.

RQ��£��s�z£��s��£��ª�����K��¼A�_�
− R′

t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
> − l2Y ′

t (t)

2
√

1 + l2Y (t)
.

RQ�»�N¼A������� ¼��'ºY��¼A�_�±�N¼���ýR����£Z���ª���D���p��¼���¡N��Îs¼!���N�ª���������ª��£�¡ ���s� ����Îmº»�ª�N¼D¡N��� ¥>��£��ÿ�N�K��¼����_�s¡N����	��ª�
t. ü�¼�������¡ �ª�_�����½���Kº»�½��¼�¡N�Z�N¥>��£��]�N�D�N¼��K���s¡ �©��	���� t �sý0�N¼�����ýR����£Z���ª�������

D(t, l) = − l
2

2

Y ′′
tt

√
1 + l2Y − l2

(Y ′t )
2

2
√
1+l2Y

1 + l2Y
.

RQ�Kº��s���»�N�D� ������¢8��¼��K�N��Îs���sý D(t, l). RQ�§� �´��¡ �»��	�� ��¡¶�*�ª��ÎD�N¼A��� 1 + l2Y > 1 + R̄ > 0. �*�D�ª������ ��§�£��ª���!�»���D¥�¡N�	���§�N¼A������¼��§Ç!�A���!���½�P¢
E(t, l) = 2Y ′′

tt (1 + l2Y )− l2(Y ′
t )

2

���»���ªº���¢*�����s�»¥>���N�½���½���s¯�²³�H¼����������N¼A���
Y ′
t (t) = RF 2(t) + t(RF 2)′t(t)

� ÷



�s���
Y ′′
tt (t) = 2(RF 2)′t(t) + t(RF 2)′′tt(t).ü�¼��Z� Y (0) = 0, Y ′

t (0) = RF 2(0) = 2C �s��� Y ′′
tt (0) = 2(RF 2)′t(0) = 8ΨF (0)

2 = 8C2.Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N�mºx�§��	�� ��¡¶�����N¼A��� l > 2. �*�
E(0, l) = 16C2 − 4l2C2 6 0

�s��� ��¼����ZÇ!�A�s���½�P¢z¼��s�����¹�½ý l = 2. ü�¼��p����Å1�§�¶���Z¥C���]�N�8�N¼��	ºë��¼A�_� E ′
t(t, l) 6 0. ²³�m���¹¥>�s�N�N�n	�������9�A������¼��KýR�s���ª�'º»�ª��Îp�ZÇ1���s���½�P¢

E ′
t(t, l) = Y ′′′

ttt(1 + l2Y )

ÔW	��N�Z¡ �1����Î��N¼A��� 1 + l2Y > 0 �s��� Y ′′′
ttt < 0 [-� ������¼��p¥>�s����� ÷ ú2�sýÍ¥�¡N��¥>��� �ª�N����� ÷ ¯���¯ ÷ \ ºx�p£��s�£��s��£��ª�����K��¼A�_� D(t, l) > 0 [���¼��§�ZÇ1���s���½�P¢"¼����ª������Î��ªý t = 0 \ ¯hRQ�§¼A�	�s���N¼��'ºx�Z�Ê�N¼A���
− l2Y ′

t (t)

2
√

1 + l2Y (t)

���»�p�����z���Z£�¡ ���s� ����ÎDýR����£����ª���@¯�²³�HÎs�Z������¼���¤��ª���ª¤���¤ ýR��¡ t = 0 �����z�ª�N�����s�����§�ª� −Cl2. ü�¼����

− R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
> −Cl2,

�s�����N¼��§¥�¡N�1��ý4��ý4¥�¡ ��¥>���N�½���ª��� ÷ ¯���¯ øD�ª��£���¤�¥��ª�Z���Z�@¯
ü����s£´¼��ª�Z���å�N¼��É¥�¡ �1�sý��sý�¥�¡ ��¥>���N�½���ª��� ÷ ¯���¯û�*�ºx�É���Z�����N¼��	ºñ��¼A�_�]��¼��å� �´�_����¤������m£Z���������!�����H���
¼����ª���s��� �ÉýR��¡x�_�s���������sý l, x, y, z ýR��¡ÿº»¼���£´¼ T2 = 0. ü0�pÎ������N¼������s�ª¤ �ª�x���x�N��§�£Z��������������	��N�Z¡ �����¼����»ºÿ��£��s�z��Å1���Z���Ê�N¼��§¡N��� ���ª�»��	����s���������������Z¡»�N¼��§¼!¢1¥>�s��¼����N�ª� T2 > 0 ýR��¡�£Z���!�N���!���ª�À¢�¯
«¹��ýR��¡���¼��k�A¡ � �]� ��¤�¤"������º»¼���£´¼ ��¥�¥>���s¡ �H�����N¼���� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª��� ��ý t2−, ��¼����H�ª� T1, ��¼��KýR�����ª�	º»�ª��Î¡N�Z�N���½�H¼��s�����Z¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØSÖrq «Cq «�q5s�t`u$v�wmw xmyo{ v����9�D~j~Q���<w { �`v�w }o{ ~Jt�� x, z, � x]y t`w��`~ xmy v x

T1 >
l

l − 1
(1 + Cx)

 Myo{ u { C = −4 ln 2.� ó_ã@ã�ä_q R$�§¡N�Z£���������¼����
T1 =

l

l − 1
F (x)I(z) =

l

l − 1
(1 +RFI(x, z)).

ü�¼A�s��Ä1��������¼���¥>���ª�!�@���sý�¥�¡ ��¥>��� �ª���ª��� ÷ ¯���¯ ÷ ºx��¼A����� RFI(x, z) > Cx. ü�¼����Q��¼���¡N�Z�N���½�å�����¤�¤��Z�������N�s¯
ü�¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¡ ��� ���ª�»Î��ª���Z����¼��§�Z� ���ª¤2�����K��ý t2−.

�!�



� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØSÖrq «Cq � q5s�t`u$v�wmw xmyo{ �`v�w }o{ ~Jt�� x, y, z ��t`u  My �H� y t2− ∈ R, � x]y t`w��`~
t2− > 1− Clx,

 Myo{ u { C = −4 ln 2.
RQ��¡ ��£��s�����N¼A��� t2− = T1 − T2.

ü�¼A�s��Ä1�»���D¥�¡N�s¥>���N�½�����s��� ÷ ¯���¯ù�p�s��� ÷ ¯���¯��pºx�§Î��Z�

t2− >
l

l − 1
(1 + Cx) +

1

l − 1
(−1− Cl2x) =

1 +

(
Cl

l − 1
− Cl2

l − 1

)
x = 1 +

(−Cl
l − 1

(l − 1)

)
x = 1− Clx.

V]�	ºSºx�§�N��¡N�z����¡»��� ���������ª�����N�D�N¼��KýR����£Z�N����� t3. RQ�§¡N��£��s�ª����¼A��� smax = 1
38
.

� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØSÖrq «Cqn¼¶q5s�t`u
s ∈ [0, smax]

t23(s) 6 1 +
7

2
s.

� ó_ã@ã�ä_q R$�§¡N�Z£���������¼����

t23(s) = T (s) =
4

(1− s)2

(
Γ(1 + s)

Γ(1− s)

)3
Γ(1− 2s)

Γ(1 + 2s)

(
Γ(3/2− s/2)

Γ(1/2 + s/2)

)2

.

²³�H¼��s��������¼����
T ′
s(s) =

1

(1− s)
T (s)B(s),

º»¼��Z¡N�
B(s) = 2 + (1− s) (−2ψ(1− 2s)− 2ψ(1 + 2s) + 3ψ(1− s) + 3ψ(1 + s)−

−ψ
(
3

2
− s

2

)
− ψ

(
1

2
+
s

2

))
.

ü���£���¤�¥��ª�Z���¹��¼��§¥�¡ �1�sý0ºÿ�����Z���z��¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¡ ��� ���ª��¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØSÖrq «Cqg�Uq��z�

s ∈ [0, smax] xzyo{Q| 1 < B(s) < 3.

� ó_ã@ã�ä_q R$�§��	�� ��¡¶�����N¼A����ýR��¡ s ∈ [0, smax]

0 < ψ

(
3

2
− s

2

)
< ψ

(
3

2

)
= 0.036 · · · , 3

2
< −ψ

(
1

2
+
s

2

)
< −ψ

(
1

2

)
< 2.

��ø



RQ��£��s�z£��s��£��ª�����K��¼A�_�
1 < −ψ

(
1

2
+
s

2

)
− ψ

(
3

2
− s

2

)
< 2.

Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N�
ψ(1− s) + ψ(1 + s) = 2

∑

k>0

ψ(2k)(1)

(2k)!
s2k,

ýR¡N�s¤ º»¼���£´¼z�ª��ýR�����ª�	º»�x��¼A���

D(s) = −2ψ(1− 2s)− 2ψ(1 + 2s) + 3ψ(1− s) + 3ψ(1 + s) = 2
∑

k>0

ψ(2k)(1)

(2k)!
s2k(3− 22k+1).

²³ý k > 1 �N¼���� 3− 22k+1 < 0 �s��� ψ(2k)(1) < 0 [R�N���§ýR�s¡N¤������9�*¯���¯û���sýdX ÷ Zg\x�N¼����
2ψ(1) = −2γEM = D(0) 6 D(s) 6 D(smax) = −1.146 · · · ,

º»¼��Z¡N� γEM = 0.577 · · · �����N¼���¿������Z¡¶¾¶�Ê�s�N£´¼��Z¡N�����/£��s��� �´���!��¯¡�*�
1 < B(s) 6 2 + (1− s)(2 +D(smax)) < 4 +D(smax) < 3.

�*�ª��£�� B(s) > 0 ��¼��Z� T (s) �ª�»�s�z�ª��£�¡ ���s� ����ÎpýR����£Z�N�����z�s���zºÿ��£��s�z��������£��§��¼A���

T ′(s) =
1

1− s
T (s)B(s) 6

3

1− smax
T (smax) < 7/2.

ü�¼��}� �s£ ¾ · �s��¡ ���Y�N��¡ ���Z�"�sýK��¡N���Z¡"¬Z��¡ �\�sý T (s) �ª� 1 + T ′
s(cs)s,

º»¼���¡ � c ∈ (0, 1). �1�\�½�"�ª���¤�¤��Z�������N�¹���D£�����£��������K��¼A���
T (s) 6 1 +

7

2
s.

ü�¼��}ýR�����ª�	º»�ª��Î\¥�¡N�s¥>���N�½�����s�T�N¼��'º»���N¼A������¼��C�Z���Z�!�����s�§�N�s�����N������� t+(l, g) > t−(l, g)
��ýå�N¼��

��Ç!�A�_�����s�»[ ÷ ¯ ÷ ú�\��s¡ ���s�½º��	¢1�5	���Î�Îs��¡��N¼A�s� t3.� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØkÖrq «Cq&%Bq
t3(

l
g+1

) < t−(l, g)
��t`u

g > 1
v | � 2 6 l 6 g− 1

~ } � y;xzy v x t−(l, g) ∈ R.
� ó_ã@ã�ä_q Ã ¡N��¤ ����¡2��	�� ��¡¶�������ª�����Z»�½�2���2� ��§�£��ª���!�"�N�$�N¼��	ºh��¼A�_� t23(s) < t2−(l, g)

¼���������ýR��¡
g > 38. °�¡N��¥>�s�N�ª�N������� ÷ ¯���¯ûúD����� ÷ ¯���¯������N�N��¡N�§��¼����

t2− > 1− Clx,

t23(s) 6 1 +
7

2
s.

RQ��¡ ��£��s�����N¼A��� x = ls ����� 2 6 l 6 g − 1. ü�¼��Z�Ê�N¼��§¡N�Z�N���½�H������	!�1���s����¯
���



ñ$ò(' ùêú 2 P<-!4"2*) ö@-!4 8 ú 2 -=N"131QP38,+ /$û 8 ú 2 ýê/>:B8�öWþoÿÛ/��·7 ö@-;þ
� 2ª2ª+;:*:CN�LMû�ö$)¡25:

RQ�8� ���s¡ ��¡ ��£��s���ª����ÎÊ�N��¤��"¡N�Z�N���½���É����� £�¡ �D	>���[���$¥�¡N���1���������N�Z£Z�N�������Z¯�RQ�8���Z���s�N����	!¢ Gt, t ∈
(0,+∞), ������ýR��¡N¤2�����ª���¹�sý1�N¼���¤"��¥ G ���3�A���Z�@	�¢
[ ÷ ¯ûú�\�¯Uü�¼A�s��Ä1�/������¼��Z��¡N�Z¤ ÷ ¯ ø�¯ù�1 Nul(Gt) >
3 �����½¢8�ªý t �s� �N��¤����H�N¥>�Z£����s�/�_�s�����Z��¯Í²³ý 2 6 g 6 37 �N¼���� ���_�s�����Z�]�s¡ � t1, t2, t3. ²³ý g > 38 ��¼��Z¡N��s¡ �K�������ª�N�������s�A���������Z��¯�ü�¼���¢��s¡ �¹�N¼��m¥>��� �ª�N�ª���]�N���ª�����ª�����ÿ�sý/�N¼��m��Ç!�������ª���e[ ÷ ¯ ÷ ú�\ ¯MRQ�m�����������Z�
��¼���¤¬	!¢ t±(l, g), º»¼���¡ � 2 6 l 6 g − 1, �s���$ýR��¡å���3�A���ª���ª��� t+ > t−.

²À�[¥�¡ �Z�1�ª������� ��£������s�
ºx�z¼A�����z¥�¡N�	�����+�N¼A���D��¼��z�ª����Ç!�A�s�ª�ª�À¢ t3(s) < t−(l, g)

¼���������¯��¯]V]�	¢������s����� ¼��'ºx�Z�����ÖX ø���Z
��¼���� t3 > t2

ýR��¡ g > 2. RQ�8£��s�[£Z����£Z�������"�N¼A�������������"�sý���¼�� t± £��s��	>�8��Ç!�A�s�ÿ��� t2. «¹�£��s���N�ZÇ1������£�� Nul(Gt2)
£Z���!�N���!�����¹���"	>����Ç!�A���4���"���s��� �"ýR��¡ g > 38, 	>��£��s���N� dimH(Gt2)

�ª�
��Ç!�A���/��� ÷ ýR��¡»�s��� g > 2.

RQ��¡N�Z£��s�ª�ÿ�N¼A��� Mg
����������������¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�p� ��¡ ý-�s£Z���sýHÎ��Z�1��� g. �*����£Z�"��¼���� Å!¾���Z�����Z��Ì��s���N�ÿ¤2�s¥2�sý Mg

���Í� Å��s£Z�N�ª¢ Gt2 ,
�s�����´�sÄ!����Îå�������å�s£�£Z�������ÿ��¼��]¡ ���N���ª�ÿ�sýC�¯´V]�	¢������s���

��	>���*�»�N¼�� ¨ ��� ����� ��¡ ý-�s£Z�;[���¼��Z��¡N�Z¤ ÷ ¯û�*¯ ÷ \x�N¼��	ºx���Ê���·X ø��lZV�ºx��¼��	���§¥�¡N�	�����z�N¼�����¡ ��¤ ÷ ¯ ÷ ¯û�*¯
V]�	º\ºx�Í�N��¡N�å����¡0�_�N���Z�!�N�����§���»��¼��Í¡N��� ���ª�N�0¡ ���������½�������H�N¼��ÿ�ª����� Å��sý���¼��Í¤2�s¥ Gt.

R$�Í¡N��£��s�ª���N¼A���
Σg
���Z���s�N���»��¼��§£���¤�¥A�s£����n��£����N�����8�sý Mg.

�¯rV]�	¢������s���@¥�¡N�	�����Ê�ª�·X ø��`Z@��¼��KýR���ª���	º»�ª��Î�¡N�Z�N���½��¯
p æUÚ!ã�ó_Ú1é Öoq � q-ÖoqM {Qx G : Σg → S2 � {�xmyo{hy t`wDt`�;t`u�� y �H�,�=vQ�.� {z�]|U{ �W� ¤ � ° ¦ �-� ¦.�z� 2 6 g 6 37,xmyo{Q|

Ind(Gt) =





2g + 3
� �
t 6 t1, t2 6 t < t3, t > t3,

2g + 4
� �
t1 < t < t2,

2g + 2
� �
t = t3.

Ã ��¡ t = t1, t2, t3
ºÿ�å¼A�	��� Nul(Gt) > 3, ��¼A�_�]�ª�»�N¼��åÄs�Z¡N���Z���sý LGt £Z���!���s�ª���]���H�����s� �H���������s����ª������¡»�����Z¤����!��¯»ü�¼��É���ªÎ��������s�ª���É�s� �N�1£Z�©���N���Ê���2�N¼����»ýR����£Z�N�����Ê���H¬��Z¡N��¯Hü�¼��É¥�¡N�1�sý���ý���¼��Z��¡N�Z¤÷ ¯ûú*¯ ÷ ���d	��s�N�Z�z���8��¼��§���A�s�½¢*� ���x�sýU��¼��k	>�Z¼A�	�1�ª����¡��sýU��¼��Z�N�§�!���ª�����ªÎ��������s�ª��������������¡»���_�s¡N�������ª���

�sý@��¼��]�_�s�����¹�sý t. · ����E ��� ��¥�¥>��� �m�N¼A��� t 6= t1, t2, t3
	��*��¡N�Z¤"�s�ª���ª��Î����8�å�����ªÎ�¼	>����¡N¼��1�1�8��ýU�����

�sýA�N¼���� �����s�ª���Z��¯ Ã ��¡0��Å��s¤�¥����Íºx��£´¼��1���N� t1. ü�¼����p�N¼����Z��Î��Z�!�_�s����� E �N¼A���,	>��ýR��¡N�ÿ��¼��ÿ���s¡ �©���N�����º����m���N�N�1£Z�©���N���Ê�N�"�2����� �ª�������s¡»�Z���Z¤2�Z�!�]�sý N(Gt1),
�ª�H���2¤2�s¡N���ZÇ!�A�s�U���2¬Z��¡N��¯»ü��"£Z��¤�¥������

��¼��D��������ÅU�ª�mºx�s�§����£Z��� ���s¡ ¢}������������¡ � ���s���Gº»¼��ª£ ¼C���m�N¼��D� ��Î��G���N�N��¤2�Z�I	�¢ E, ¡N��� ¥>��£����ª���Z�ª¢ýR��¡ t > t1
�s��� t < t1.

�*��¤��ª����¡H£Z����� �����Z¡����N�������¹�s¡ ���s¥�¥��ª��£���	��ª�§���"�N¼��É����Îs���!�_�s�������m�s�N� �1£��������Z�
º»�ª�N¼ t2 �s��� t3. �*�Z�.X ø��`Z/ýR��¡��N¼��§���Z���s���ª��¯
²³ý g > 38, ºx��¼A�����4� ���¶�±¥�¡N�	�����D�N¼A������¼����s��¼��Z¡����s�ª���Z��ýR��¡4º»¼���£´¼ Nul(Gt) > 3 �s¡N�d	���ÎsÎ���¡0��¼A���
t3.
ü�¼���¥�¡ ��� ����£Z�2�sýÍ��¼����N���s�����½���ª���A�s�U���s�ª����� t± ���1���§�����§���� �������£Z�D�N¼��p�_�s�����p�sý Ind(Gt)

�ªý
t 6 t3.

²P������¼��Z¡����Z¡N¤�����¼��Z��¡N�Z¤ ÷ ¯ùú1¯ ÷ £Z���!�N���!�������N��¼��s���pýR�s¡ g > 38 �½ý>ºÿ�H£Z�����N�ª����¡ 0 < t 6 t3.ü0�sÄ!����Î§�ª�!�N����£�£Z�����!�Í�s��� �K�N¼��»¡ ���N���ª�±�sýB�¯�V]�	¢������s���A��	>���*����¼�� ¨ ��� ���§�N��¡¶ý-�s£��@[ g = 1 \�� ¼��	ºx������·X ø��lZV�ºx�§¼A�	���§¥�¡N�	�����z�N¼����s¡N��¤ ÷ ¯ ÷ ¯ ÷ ¯
�!ú



ñ$ò0/ (2131a25-!4!P4)
ü�¼��ª�»�N�Z£Z���ª���z£��s�!�´���������N�s¤2�§�s�����½���ª���A�s������´�s�ª�����sý���¼��§£��s¤2¥����´���N��������¤2�s���k	�¢'�¯rV¹��¢������s���V¯
57698�6:5 ;=<�>?<A@CB.D�@FE7G!HJIK<ALNMOE7GPG�QRIKB?S�TVUCT!LWB.D�LNM
¸]�Z¡N�pºx���ª�!�N¡N�1����£Z�D� ��¤��D���Q�A���½�����s���§�s���G£Z����£Z��¥��N�å�sýÍ��¼�������Î��3	�¡��s�ª£�Î��Z��¤��Z�N¡ ¢�¯=�*�Z�DýR��¡K� Å!¾
�s¤�¥����9Xc��Z�¯
· �Z� Σg

	�å��£Z��¤�¥A�s£��¹µ»���Z¤"�������N��¡ ý-��£��å��ý�Î��Z�1��� g. «ë���ª�1�ª�N��¡���� Σg
�ª�H�
�A���½���KýR��¡N¤2�s�@� ��¤

�sý0��������Îs��¡�¤����ª�N�ª¥��ª�Z����ý4¥>���ª�!�����sý Σg,

D =
∑

x∈Σg

nxx, nx ∈ Z, nx = 0 ýR��¡»�s�ª¤2�s� �»�s�ª� x.

ü�¼��¹� �Z����ý@��¼��¹���½�1���N�s¡N�Í��� Σg
�ª�ÿ�������s�N����	�¢"Á]�ª� (Σg).

ü�¼��¹����Îs¡N���]�sýU�å���ª�1��� ��¡Í�ª�Í�N¼��]���!�N��Î��Z¡
���ZÎ (D) =

∑
nx.

· �Z� C(Σg)
	>�å��¼��@�A���ª���sý���¼��É¤2�Z¡N��¤���¡ ¥�¼��ª£§ýR����£Z�N�������¹��� Σg

�s���}�ª�Z� C(Σg)
∗ 	>���½���¹¤����½��� ¾

¥��ª��£��_���½���mÎ�¡ ����¥z�sý0������¬���¡ �2�Z���Z¤2�Z�!�N��¯Í¿����Z¡ ¢ f ∈ C(Σg)
∗ ¼A�s�H�p���ª�1��� ��¡

div(f) =
∑

νx(f)x,

º»¼��Z¡N� νx(f) ���Z���s�N���»��¼����s¡N���Z¡»�sý f ��� x.
· �Z� ω 	>�å�D���s��¬��Z¡N�2¤���¡ ��¤���¡N¥�¼���£m���½þ��Z¡N�Z�!�����s� n ¾³ýR�s¡N¤ ��� Σg.

ü�¼���� ω ¼A�s�H�D���1£����@¡N�Z¥�¡N�Z�N�Z�*¾�´�_�����s� ωx = fx(z)(dz)
n ��	>���������s£´¼z¥>�s����� x �sý Σg,

º»¼��Z¡N� z ���x��¼��K���1£�����£Z�1��¡N�����A���N�K��	>���*� x�s��� fx(z) ∈ C(Σg)
∗. �*�Dºx��£��s�Ê���3�A�������z�D��������¡N�s�@ºx�	¢ νx(ω) = ν0(fx)

�s���Ê�s�ª�N���s�N� �1£��������
�D���ª�1��� ��¡�º��ª��¼z�D���ªþ��¡N�Z�!�N�©�s�ýR��¡ ¤^T

���½� (ω) =∑ νx(ω)x.

«ñ£��s�������ª£��s�@���ª�1�ª�N��¡��s� Σg
�ª�H�D���ª�1��� ��¡��sý0�N¼��§ýR�s¡N¤ ���ª� (ω) º»¼��Z¡N� ω �ª�H�D���s��¬��Z¡N�2¤���¡ ��¤2�s¡¶¾¥�¼��ª£§���ªþ��¡ ���!�N�©�s�ýR�s¡N¤z¯

· �Z� D ∈ div(Σg).
RQ�m���Z���s�N�W	!¢ H0,n(D) ��¼��]����£�����¡�� ¥A�s£Z�K��ý/��¼��¹¤���¡N�s¤2��¡ ¥�¼��ª£H���½þ��Z¡N���������s�

n ¾VýR��¡N¤�� ω �N��£´¼z��¼A���
div(ω) +D > 0.

²À�+�s�N¼���¡����Z¡N¤���Í�ªý D = div(η), º»�½��¼ η ���ªþ��¡N�Z�!�N�©�s�ÍýR��¡N¤ º»�ª��¼ �ª�1£��s�x¡ ��¥�¡ ���N�Z�!�������ª��� ηx =
gx(z)(dz)

n, �N¼����Ê��¼��å���ª��¤��������H�sý H0,n(D) �s¡N�§��¼��å���ªþ��¡ �������©���@ýR��¡N¤�� ω ¼A�	�1�ª��Î"�����1£����U¡ ��¥*¾¡N�Z�N�Z�!�´�_�����s� ωx = fx(z)(dz)
n º»�½��¼ fx ∈ C(Σg)

���s�����N¼�����Îå�N��¼���Îs¼"��������Î�¼���¡ ����¡ÿ�N��¤2�sÄs�]�N¼��

���



¥�¡ �1����£Z� fg ¼�������¤���¡ ¥�¼��ª£�¯MRQ�§�N�Z� dimH0,n(D) = `(D).

RQ�å��¡N�§¡ ���s�*¢8���D� �´���N�K��¼��KýR�s���ª�'º»�ª��Îp¡ ���N���ª��¯
p æUÚ!ã�ó_Ú1é Örqn¼Bq-ÖYX0Z�àRÚ1é$Ü�Ø0Ø@í(Z"ã/ô�æ\[lq% {Qx Σg

� { va�jt`����v�� x*] � { �=v |o| ~ } um�3v�� { t�� ��{Q|o} ~ g. {Qx kΣg � { v!��v | t | �H��v�w¶���m�F�D~Ft`u>t | Σ.
� yo{Q| ��t`u@v |o¤ ���m�F�D~Ft`u D ∈ Div(Σg),

`(D) = deg(D)− g + 1 + `(kΣg −D).

ü�¼��8����Å1�p¡N��� ���ª��Î��½�������ª��ýR��¡ ¤"�_���½���$��	>�����É�N¼��8£��s�������ª£��s�ÿ���ª�1��� ��¡É�s��� � �N�ª¤2¥�����¡§����¡ �N�ª���[�sý
µ»����¤2�s���*¾Pµ»�1£´¼8��¼��Z��¡N�Z¤ ýR�s¡����ª�1��� ��¡N����ý4���s¡NÎ��m�Z������Î�¼z��¡ ����¡Z¯
ìåã�ó_ã>ß-ß-Ü�ó	â ÖoqD¼BqªõBq% {Qx Σg, g,D, kΣg

v`~@v��Qt`� { ¦
• deg(kΣg) = 2g − 2,

• �m�
deg(D) > 2g − 2 xzyo{Q| `(kΣg −D) = 0. ^d�<} �m�`v�w {Q|ox w ¤ `(D) = deg(D)− g + 1.

57698�6`_ abT!LcHPLdUCLeDfMg<AG!E\UC<ABhGiB7jkEmlnE7@�<A@oB7jkHP<�pqLeD�LWGrUC<AE7s�j4B7D�Mg@utv<UCT2G�w!sAs
D�LW@�<AH!wPLxE\UoUyTPLzDyErMg<�{!SdE\UC<ABhGJ|}B7<AGrUy@

ü�¼���¡N�s¤��n�A£������ª�s��¥>���ª�!�N�$[-��¡ª	�¡�����£´¼Ê¥>���ª�!�N�j\x�sý γ(w) = w �s¡N�K�N¼��§¬��Z¡N�1�Z�]��ý
dw

dz
=
g + 2

g + 1

zg−1(z2 − A2)

wg
=
g + 2

g + 1

zg−1(z2 − A2)

(zg(z2 − 1))
g

g+1

,

º»�ª�N¼ A =
√

g
g+2

, º»¼��Z¡N� g ���Z���s���Z�U�N¼���Î����!����'��¼���¥>�������sý γ �s���K��¼��±��¡ ��Î��ª�m�sý C2. ü�¼A���U��� Q0 =

(0, 0), P∞ = (∞,∞), Pm = (A,Bm)
�s��� Sm = (−A,Cm) ýR��¡ m = 0, . . . , g, º»¼��Z¡N� Bm, Cm���Z���s�����¡N�Z�N¥>��£����½�����ª¢s��¼�� m ¾³��¼ £Z��¤2¥���� Åz���s�ª���å�sý g+1

√
Ag(A2 − 1) �s��� g+1

√
(−A)g(A2 − 1).RQ��¼��	���§�N�Z� P± = (±1, 0). RQ��¡ ��£��s�����N¼A���

Ĥ(G) =
{
σ ∈ H0(2kΣg +R(G)) |Resri

σ

dw
= 0, i = 1, . . . , µ

}
, [ ÷ ¯û� ÷ \

º»¼��Z¡N� kΣg ���å�Ê£��s���s����£��s�±���ª�1�ª�N��¡§�sý Σg
�s��� R(G) =

∑µ
1 ri

���§��¼��"¡N�s¤��n�A£������ª�s�G���½�*�ª�N��¡§�sý
G. ²À���s��¡]£��s� ���ª�]�ª�]Î��ª���Z��	�¢ R(G) = Q0 + P∞ +

∑g
m=0(Pm + Sm).

Ã ��¡ ��¼���¡N¤���¡ �å�ª�]¼����ª���
Ĥ(G) = Ĥ(Gt).

«¹�mýR��¡¹��¼��D£��s��������£����4���ª�1��� ��¡ kΣg , ºÿ�D£��s���N�ª����¡ kΣg = (g − 1)P+ + (g − 1)P−.
RQ�D��	��N�Z¡ ���

��¼���� deg(kΣg) = 2g − 2 �ª��Äs�m� �´���N���'	!¢�£Z��¡N�s���©��¡ ¢ ÷ ¯���¯û�*¯
ü��k�¶������¢%�N¼��$� ¥A�s£Z� Ĥ(Gt)

ºx�$�����Z� ��������¡ � �´�����Wº»¼��ª£ ¼W�s¡N�G�N¼��$�Z����¤��������Ê�sý��N¼��$� ¥A�s£Z�
H0(2kΣg+R(G)). ü0�sÄ!����ÎH�������]�s£Z£��s���!����¼��Í���Q�A���ª�N�������U�sý kΣg �s��� R(G), �N¼���� 2kΣg+R(G) =

��



2(g− 1)P+ +2(g− 1)P− +Q0 +P∞ +
∑g

m=0 Pm+
∑g

m=0 Sm.
«¹¤�����Îå�N¼��¹Ç1���s��¡��_����£]���½þ��Z¡¶¾

���������s��� σ �N¼A���m��¡N�å��� H0(2kΣg + R(G)), ºx�É£��s���N�ª����¡H��¼��å�����Z�¹¼A�	�1�ª��Î"�����å�sý��N¼��åýR�s���ª�'º»�ª��ÎýR��¡ ¤2�3T
zkwj

(
dz

w

)2

, [ ÷ ¯û����\

zkwj
1

z ± A

(
dz

w

)2

. [ ÷ ¯û�sø�\
²À��ý-��£Z�±ýR¡N�s¤ �N¼��H���3�A���½���ª���D�sý H0, �ª��ýR���ª�ª�'º»���N¼A���±�N¼��HÇ!�A����¡����N��£����ªþ��¡ �������©�����4����£Z����� �����Z¡Í£��s�¼A�������H¥>���ª�Í�sý���¡N����¡ 0 [-���ªþ��¡N�Z�!�N�©�s�ª�U��ý��À¢1¥>�k[ ÷ ¯ù�s��\�\@��¡��sý���¡N����¡ 1 [R���ªþ��¡ ���!�N�©�s�ª�U��ý��À¢1¥>�k[ ÷ ¯ù��ø�\�\��� Pm �s��� Sm ýR��¡ k = 0, . . . , g. R$�Dº»���ª���������Z¡N¤������D�N��¥��s¡����N���½¢Cº�¼���£´¼\�s¡ �D��¼������ªþ��¡ ���!�N�©�s�ýR��¡ ¤2�»�sý4�À¢*¥>��[ ÷ ¯ù�s��\»������[ ÷ ¯ù��ø�\ª	>�Z���s��Î�����ÎD��� H0(2kΣg + R(G)) ¯�ü��"� �����Z£Z�]�N¼��å���½þ��Z¡N�Z�!�N�©�s�ýR��¡ ¤2���sý0�À¢1¥>�;[ ÷ ¯ù�sø�\x�ª������£��s�!���Z�����Z�!�H�N���ª�!�N¡N�1����£Z���s�z�s�*Å*���ª���s¡x���ª�1�ª�N��¡Z¯

D = Q0 + (g + 2)P∞ + 2(g − 1)P+ + 2(g − 1)P−.

«�£Z�����s���½¢G�N�}���Z�N��¡N¤������"��¼��8���ªþ��¡ ���������s�ÍýR��¡ ¤2�É�sý»�À¢1¥>�I[ ÷ ¯û�sø�\§º»¼���£´¼Y	>�Z������Î���� H0(2kΣg +
R(G)) ���]�ZÇ!���ª�_�s���Z�!�]���"���1�sÄ8ýR��¡H�N¼��É���½þ��Z¡N���������s�/ýR��¡ ¤2�H�sý��À¢*¥>�"[ ÷ ¯û����\�º»¼��ª£ ¼��s¡N�å��� H0(D).RQ����	��N��¡¶������¼����¹��¼����Z���Z¤2�Z�!���¹��ý���¼��å����£�����¡m� ¥A�s£Z� H0(D) ��ý��N��¡]�N¼��É¤p���ª���ª¥��ª�ª£������½���^	�¢Ê�N¼��ý-�s£�����¡ z ±A �s¡ �K�Z���Z¤2�Z�!�����sý H0(2kΣg +R(G)). ²³����������£��Z�N����¡ ¢��N�p¡N��¤2�s¡ Ä���¼A�_���N�p��	��´�������	A�s� ���U�sý H0(2kΣg+R(G)), ºx�±º»�ª�������s�U�´�sÄs�±�������H�s£�£Z����������¼��±���ªþ��¡ ���!�N�©�����@�sý H0(2kΣg+R(G))��¼�����£��s��	>�"£������ ��¡ ��£Z�N���\ýR¡N��¤ ���\���ª��¤������É�sý H0(D) �s�É���Z�N£�¡ �D	>�Z�+��	>�'����¯aÔm�N¼���¡¶º»��� �"�N¼���1��¤J	�Z¡��sý���¼���ýR�s�������Z�����½þ��Z¡N���������s�1ýR��¡N¤��4ºx�s�����p��Å*£Z��������¼��»����¤������ �������sý H0(2kΣg+R(G)),��¼����¹ºx��£��s��£���¤�¥����N�p���¹ýR���ª���	º»�Z¯�RQ����	��N��¡¶������¼A�_� deg(2kΣg + R(G)) = 6g. ü�¼����}�N¼A�s��Ä!�����£��s¡N���ª�©��¡ ¢ ÷ ¯���¯ù�2ºx�p£��s��£��ª��������¼A�_� dimH0(2kΣg + R(G)) = 5g + 1. �*�8��¼��9	A���N���¹ºx����¡N����1�sÄ1�ª��Î�ýR��¡å£��s���!�N� 5g + 1 �����Z¤����!�N��¯ Ã ¡N�s¤ ��¼��"��	��N�Z¡ ���_�����s���É¤"�����"��	>�	���"ºÿ�8£��s�\��������£����¼������s¤�����Î§��¼��HýR��¡N¤��Í�sý��P¢1¥>�9[ ÷ ¯ù����\�!ºÿ�]º»���ª��£Z����� �����Z¡ÿ�N¼��¹�s�����ÿº»¼���£´¼8�N�����ª� ý�¢p��¼��HýR�����ª�	º»�ª��Î
£��s�����ª�N���s��� 




k(g + 1) + jg > −1,
j > −2(g − 1),
−k(g + 1)− j(g + 2) > −1.

ü�¼��Z�N�z¡N�Z�©���N�������p�s� �N��¡ ���N¼A�����}���½þ��Z¡N�Z�!�����s�ÿýR�s¡N¤ ω �sýH�À¢1¥>� zkwj (dz
w

)2
, �����N���f�A��� div(ω) +

2kΣg + R(G) > 0. ü�¼���� �"���ªþ��¡ �������©�����K£����»	>�2£Z�©�s� �N�n�����Q���C��¼�¡N����ý-��¤2�ª�ª�½���Z¯8¿±�s£´¼Qý-�s¤���� ¢����£´¼A�s¡���£Z�N��¡N�ª¬��Z�^	!¢�¥��s¡ �N��£Z���©�s¡ÿ���s�ª�����»��ý j �s��� k. ü�¼A�_�H���
÷ ¯ j = −g + 1, . . . , 0, 1 �s��� k = −j,
�*¯ j = 2− 2g, . . . ,−g ����� k = −j,
ø�¯ j = 2− 2g, . . . ,−g ����� k = −j − 1.

���



«¹��ýR��¡��N¼��KýR��¡N¤����sý��À¢*¥>�.[ ÷ ¯û�sø�\Íºx��� ¼A�s�ª�@£������ �����Z¡»�����½¢"��¼����s������º»¼���£´¼z�����N���¶ý�¢




k(g + 1) + jg > −1,
j > −2(g − 1),
−k(g + 1)− j(g + 2) > −(g + 2).

ü�¼��Z�N�Í¡N���������ª�����@�s�N� ��¡N����¼A�_�������ªþ��¡ �������©����ýR��¡N¤S�sý1�À¢1¥� zkwj 1
z±A

(
dz
w

)2
, �����N��������� div(ω)+D >

0. RQ�§��	��´�������N¼A��� j = −g + 1, . . . , 0, 1 ����� k = −j + 1.

�*�ª��£��ÿºx���s¡N�x�ª�1��Ä!����ÎHýR��¡���	A���N���4�sý>�]���Z£Z���s¡�� ¥A�s£Z��ºx��£����p¡N�Z¥��©��£��x���s£´¼p£�����¥����x�sý����½þ��Z¡N���������s���
f

z−A
(
dz
w

)2
, f
z+A

(
dz
w

)2 	!¢��s�Ê��¥�¥�¡N�s¥�¡N�������m���ª������¡�£���¤J	��ª�A���N���s�@¯SR$�§��	��N��¡¶�����N¼A���
1

z − A
± 1

z + A
=

{
η1 =

z
z2−A2

η2 =
1

z2−A2 .

�*�p���"��¼��¹ýR�����ª�	º»�ª��Îåºx�mº»�ª����ºx��¡NÄ�º»�ª�N¼8��¼��¹ýR��¡N¤�� fη1 (dzw )2 �s��� fη2 (dzw )2 , º»¼��Z¡N� f = zkwj�s�»���Z�N£Z¡N�n	�Z� ��	>�'����¯
ü�¼�� 5g + 1 Ç!�A�s��¡N�����ª£D���½þ��Z¡N���������s�ª�mºx��¼A�����DýR�������GýR��¡ ¤2�§�!	A�s� ���§�sý Ĥ(Gt).

ü�¼����©�s�¶���¶���Z¥
���]�������ª�1���������s£´¼C�����Z¤2�Z�!�N�m�sý±��¼��ª�W	A���N���W	�¢ dw. «Hý�����¡m�N�ª¤�¥����É�s�ªÎ��<	�¡��s�ª£É¤2�s���ª¥������_���ª�s����>ºx���	����s���8��¼��KýR�s���ª�'º»�ª��Î 5g + 1 ���ªþ��¡ ���������s� 1 ¾VýR��¡N¤��<T

wk

zk−1
dz

(z2−A2)2
for k = −1, 0, . . . , g − 1,

wk

zk
dz

(z2−A2)2
for k = −1, 0, . . . , g − 1,

wk

zk+1
dz

(z2−A2)
for k = −1, 0, . . . , g − 1,

zk

wk+1
dz

(z2−A2)
for k = 1, . . . , g − 1,

zk−1

wk+1
dz

(z2−A2)
for k = 1, . . . , g − 1.

[ ÷ ¯û���\

V]�	º��ª���������Z£��Z�N���s¡¶¢D�N��� �����Z£Z�±�N¼�� 1 ¾VýR��¡N¤���¼A���*�ª��Î§¡N�Z�N�ª�����»��Ç!�A�s�����§¬Z��¡N�å�_�±�N¼��»¥>���ª�!��� Q0, Pm�s��� Sm º»�ª��¼ m = 0, . . . , g. ü�¼��s��Ä!�ÿ�����N¼��]¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª���Í�sý@�¶¢*¤�¤��Z��¡¶¢D�sý��N¼��]� ��¡ ý-�s£Z�]�ª�Í�ª�Í�N�´§D¾£��ª��������������¡ �ªý�¢"�N¼��K�1���ª��¡N��� �������§£Z�������½�����s���_����¼��§¥>���ª�!�N� Q0, P1 = (A, e
2πi
g+1 g+1

√
Ag(A2 − 1)).²À�%ý-��£Z��ýR¡ ��¤ ��¼��C£��1��¡ �����������Z���sýå�N¼��G¥>�s���!�N� Pm �s��� Sm, ºx�G£��s�S��������£Z�G��¼�����ýR��¡�����£ ¼

Q ∈ {Pm, Sm,m = 0, . . . , g} �N¼���¡ �m��Å*�ª� ��� n ∈ {0, . . . , 2g+1} �N��£´¼8��¼A�_� Q = λn(P1),
º»¼���¡ �

λ �ª���N¼��"£Z����ýR��¡ ¤"���±���½þ��Z��¤���¡N¥�¼���� ¤ �����N£Z¡N�n	>���\���Q����¤�¤2� ÷ ¯ ø�¯ ÷ ¯^�*�Êºx�"£��s�\�¶�´���N�2��¼����å�N¼��¡N�Z�N�ª�����§�sý����Ê�s¡�	��ª�N¡��s¡ ¢2ýR�s¡N¤ ω ������¼���¥>�s����� Q �ª��¡N���������Z���N�D�N¼��§¡N�Z�N����������� P1
	!¢

ResQω = ResP1(λ
n−1)∗ω.

«¹¥�¥��ª¢1����Î��N¼����Í¡ ��� ���ª�Í������¼��]���½þ��Z¡N���������s��ýR��¡ ¤2�±�sý���¼��H�����¶��[ ÷ ¯ù�`�\±�����"��� ����Î��N¼��H��¼��]���3�����ª�N�����[ ÷ ¯��\��sý λ, �½�]�ª�]����� ¢z�N�"��	����s���z�N¼A��� ResQω ���H��Ç!�A������� ResP1ω
�N��¤����]�2¥>�	ºx��¡]�sý ±ρ. �*�"�½ý

���



ResP1ω = 0 ��¼��Z� ResQω = 0.

ü�¼A�s��Ä1�x�����s��Îs�<	�¡N�s��£»¤"�s����¥������_���½�����Í�ª���N¥��ª¡N�Z��	�¢���¼��¹�N�ª¤2¥��ª��¡±£��s� ���xº»¼���¡ � g = 2, 3, �ª�ÿ���ÿ¥>���¶¾�N�n	����H���J�A��� 3g ���ª������¡x�ª�����Z¥>�������Z�!�»���½þ��Z¡N���������s��ýR��¡N¤��x�����N���¶ý�¢*�ª��ÎÉ�N¼��K�!�����¡ ���N�ª�����m£��������ª�N�����@¯ü�¼���¢�£������ ���½�����N�K��¼��Kºx�s�!�N���^	A���N���Z¯

ω
(1)
k =

zk−1

wk
dz

w
for k = 1, . . . , g − 1,

ω
(2)
k =

zk−1((k − 2)z2 − kA2)

wk(z2 − A2)2
dz for k = 0, . . . , g,

ω
(3)
k =

zk−1((k − 2)z2 − kA2)

wk+1(z2 − A2)2
dz for k = 0, . . . , g − 1.

57698�6�~ abT!L�LW�*w!E\UC<ABhGP@vLW��w!<�>�E7sALWG*UvUCB�UyTPLzSdB7G!HP<�UC<AB7G�B7j$Ld��<A@"UyLWGPSdL�B7j�E
l!DyE7G!S�T!LWH�Mg<AGP<0MgE7s�@Cw�D�j4E7SdL76

· �Z� ω1
����� ω2

�Pºÿ��¤���¡ ��¤���¡N¥�¼���£»���½þ��Z¡N�Z�!�N�©�s��ýR��¡N¤��Í��� Σg.
RQ�Hº»¡N�ª�N� ω1 ∼ ω2

�ªý��N¼���¡ �¹��Å*���¶���
�D¤��Z¡N��¤���¡N¥�¼���£]ýR����£������s� f ��� Σg

�N��£´¼z��¼A�_� ω2 = ω1 + df. ²³�H����¥>��� �N�n	����m���D¥�¡ �'���K��¼A���<T

ω
(2)
k ∼ −k(g + 2)

2(g + 1)

zk−1

wk
dz for k = 0, . . . , g,

ω
(3)
k ∼ −(g + 2)(g + k + 2)

2(g + 1)

zk−1

wk+1
dz for k = 0, . . . , g − 1.

®]� ����Îp��¼����N��¡ ���������ª�����xºx�§Î��Z�<T
∫

β̃

ω
(1)
k = −2i sin (k + 1)π

g + 1
Kk,

∫

β̃

ω
(2)
k = −(g + 2)k

2(g + 1)
2i sin

kπ

g + 1
Ik,

∫

β̃

ω
(3)
k =

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
2i sin

(k + 1)π

g + 1
Kk,

∫

β̃

γω
(1)
k = 2i sin

kπ

g + 1
Ik,

∫

β̃

γω
(2)
k =

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
2i sin

(k − 1)π

g + 1
Jk,

∫

β̃

γω
(3)
k = −(g + 2)k

2(g + 1)
2i sin

kπ

g + 1
Ik,

∫

β̃

γ2ω
(1)
k = 2i sin

(k − 1)π

g + 1
Jk,

∫

β̃

γ2ω
(2)
k =

(g + 2)(2g + 4− k)

2(g + 1)
2i sin

(k − 2)π

g + 1
Lk,

∫

β̃

γ2ω
(3)
k =

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
2i sin

(k − 1)π

g + 1
Jk.

ús�



RQ�H¡ ��£��s�����N¼A����ºx�H¤����¶�Í�ª¤2¥>�s�N���N¼A��� ω =
∑g−1

0 c
(1)
k ω

(1)
k +

∑g
0 c

(2)
k ω

(2)
k +

∑g−1
0 c

(3)
k ω

(3)
k , º»¼���¡ �

c
(i)
k ∈ C, �N�����ª���A�Z� ∫

α

ω = t2
∫

α

γ2(w)ω, Re

∫

α

γ(w)ω = 0

ýR��¡ α = λl◦β̃ ýR��¡ l = 0, . . . , 2g−1. VH�'º\�½���ª�U£��s�!�1���Z�!���N�]�ª�!�N¡N�1����£Z�±�N��¤��Í�s�����½�����s�A�s�s�����´���N�����@¯
· �Z�

L =

[
Rθ 0
0 1

] [ ÷ ¯û��ú�\
º»¼��Z¡N� Rθ

������¼��§¡N�s�������ª���������N¼��§¥��©�����k	!¢ θ = gπ/(g + 1).²³ý0ºx�§�������s��� Φ(ω) = (1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)ω, �N¼����z�ª������¥>���N� �D	��ª�m���D¥�¡N�	���
∫

λl◦β̃
Φ(ω) =

∫

β̃

λ∗Φ(ω).

�*�ª��£��É�N¼������½þ��Z¡N�Z�!�����s�UýR��¡ ¤ ω ���¹�ª�������s¡]£Z��¤J	����������ª�s� �sý ω(j)
k , j = 1, 2, 3, �½�m�ª�¹£������������������K�N�¡N�Z¤"��¡NÄ2�N¼A����T

λ∗Φ(ω
(1)
k ) = (−1)kρ−kLΦ(ω(1)

k ),

λ∗Φ(ω
(2)
k ) = (−1)kρ−k+1LΦ(ω(2)

k ),

λ∗Φ(ω
(3)
k ) = (−1)kρ−kLΦ(ω(3)

k ),

º»¼��Z¡N� ρ = ei
gπ
g+1 . ü�¼����z�N¼��§��Ç!�A���N�������

Re

∫

λl◦β̃
(1− t2γ2, i(1 + t2γ2))ω = 0, for l = 0, . . . , 2g − 1,

�s¡ �§��Ç!���½���s�ª�����»����T

Im

[
g−1∑

k=0

{(−1)kρ−k}lfk +
g∑

k=1

{(−1)kρ−(k−1)}lpk
]
=

t2Im

[
g−1∑

k=0,k 6=1

{(−1)kρ−k}lhk +
g∑

k=0,k 6=2

{(−1)kρ−(k−1)}lqk
]
,

Re

[
g−1∑

k=0

{(−1)kρ−k}lfk +
g∑

k=1

{(−1)kρ−(k−1)}lpk
]
=

−t2Re
[

g−1∑

k=0,k 6=1

{(−1)kρ−k}lhk +
g∑

k=0,k 6=2

{(−1)kρ−(k−1)}lqk
]
,

ú ÷



l = 0, . . . , 2g−1. ü�¼��Z�N�»���s� �4��Ç!�A���N��������£��s�9	>�»��¡N¡��s��Î����p�s�����É��¼����¶¢1� ���Z¤2�%[ ÷ ¯ ÷ ��\0�s���'[ ÷ ¯ ÷s÷ \�¯ü�¼����ZÇ!�A�����ª�����
Re

∫

λl◦β̃
2tγω = 0, for l = 0, . . . , 2g − 1,

�s¡ �§��Ç!���½���s�ª�����»����T

Im

[
g−1∑

k=1

{(−1)kρ−k}ldk +
g∑

k=0,k 6=1

{(−1)kρ−(k−1)}lek
]
= 0,

l = 0, . . . , 2g−1. ü�¼��Z�N�»���s� �4��Ç!�A���N��������£��s�9	>�»��¡N¡��s��Î����p�s�����É��¼����¶¢1� ���Z¤2�%[ ÷ ¯ ÷ ��\0�s���'[ ÷ ¯ ÷ ø�\�¯

ú��
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H2 × R

ô
ò<ñ K -
8¶LS/.4!N!)O8CPQ/>-
²À�\�N¼��"�©�s�¶�å¢����s¡ �É��¼��"� �N����¢$�sý���¼��"¤2�ª���ª¤2���±� ��¡ ý-��£������ª�$�N¼��8¥�¡N�1����£��p� ¥A�s£Z��� M × R º»�½��¼
M = H2,S2 ¼A���$	>���Z�»	�Z£��s¤2�ª��Îz¤���¡ ���s���G¤2��¡ ���s£����½���s¯2ü�¼������Z���Z����¥�¤2�Z�!�å��ýx�N¼��D��¼�����¡¶¢
�sý0��¼���¤������ª¤��s���N��¡ ý-�s£Z���]�����N¼���� �å�N¥A��£����]� ���s¡ �N���zº»�ª��¼IXc����ZC	!¢z¸�¯>µ»���N�Z��	>�Z¡NÎ8�s���Ê£��������ª�1���Z�
º»�ª�N¼IX øsø�Z��s���IX ø��`ZC	!¢�Rñ¯>¸�¯�Ê�Z��Ä!�m����� ¸�¯>µ»���N�Z��	>�Z¡NÎ�¯ÿ²À�»X ø��`Z�&¹¯rV]�Z�����@�s��� ¸�¯>µ»��� ���	>��¡NÎ
�N¼��'ºx�Z�8��¼��¹� Å��ª� �N����£Z�m��� H2×R �sýU�å¡ ��£´¼2ý-��¤2�ª�½¢p��ý/��Å��s¤�¥��ª���ÿ�ª��£��ª�����ª��Î�¼����ª��£Z��������!£��_��������������s����!�N�s�ª�1����Î§°��©�_�������D¥�¡N��	�����¤�����sý¼���Îs¼���¡��N��¥>���ª��Î��ª£����1�P¢1¥>�»��Å��s¤�¥����Z�±�ª���N¥��ª¡N�Z�
	!¢��N¼�����¼�����¡¶¢
�sý�¤2�ª���ª¤2���±� ��¡ ý-��£������ª� R3. ²À��X ÷ ��Z · ¯4¸]�s��� º»�ª¡ �N¼\£������¶��¡N��£Z���Z�+�s���\£Z�©���N�N���A���$�N¼��"¤2�ª���ª¤2����N��¡ ý-�s£Z����ýR�������_�����e	�¢C¼���¡N�ª¬������´�s��£��s��� ���s�!�å£���¡¶�����N��¡N�2£Z��¡ ���Z�É��� M × R �º»¼��Z¡N� M ��� H2,R2

��¡ S2. Ô¹�N¼���¡H��Å��s¤�¥����Z�]�sý�¤�������¤��s�@� ��¡ ý-��£����]�sý�Î����!��� 0 �ª�z��¼��Z�N�É¥�¡N�1����£��¹¤"�����ªýR�s�ª���H��¡N������¾�N£Z¡N�n	>���'	!¢�µ§¯i���D¿±�s¡N¥Ê�s��� ¿�¯Aü�����	��©�s���p���·X�����Z�¯
¨ ¯ ¨ �s� �´�����³X �*�ø`Z��s��� ÁÉ¯�¸H�sþ�¤2�s�[�s����Rñ¯ ¸å¯±�Ê�Z��Ä!�D���³X ÷ ��ZV5X ÷ úlZ��s���³X ÷ ��Z����Z�N£Z¡N�D	>�Z�+�ª�
R3 �2¤������ª¤2���/� ��¡ ý-�s£Z�É�sý�Î��Z�1��� k > 1, �A���ª���§���s���s�U£���¡¶��������¡N�åº»�ª�N¼Ê�Pºÿ�8�Z�����K��� ¢1¤2¥*���s�N��£§�����¼��§�Àºx���Z�����H�sý4�D£��_�����������z�s���Ê�D¤����������¹�����Ê�s� ¢1¤�¥����s�N��£m�N�2�p¥��©�s���s¯,RQ��� ¼A�s���@���Z���s�N�§��¼��¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�»�N��¡ ý-�s£Z���sý0Î����!��� k > 1 	!¢ Mk.

ü�¼����s�ª¤ ��ý���¼��ª��ºÿ��¡NÄ"���x���p�N¼��	º �N¼��K��Å*���¶������£����ª���N¼��K�N¥A�s£Z� H2 ×R �sý4��ý-��¤2�ª�½¢��sý0�N��¡ ý-�s£Z��������N¥��ª¡N�����N� Mk.
RQ�§�N¼A�����@¥�¡ �'���K��¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î�¡N�Z�N���½�

p æUÚ!ã�ó_Ú1é õBq�Öoq-Öoq$sCt`u'v�wgw
k > 1 xmyo{ u {�{�� �D~ x ~"� | H2 × R v·�9� | �m�=v�w]~ } um�3v´� { t�� ��{Q|o} ~ k,�]| � x�{�x t x v�w {���x u�� | ~Q�H�>� } u��`v x�} u {$  � xmy!xzy u {j{Wy t`u���¢`t |ox v�w {Q| �`~<£ x�  t���v x�{Q| t`����v�w x�¤ � {9{Q| �`~$v | ��v�9������w { ��w v | v�u {Q| �¦

RQ�Q�N¼��s���K��	��N�Z¡ ���Q�N¼A���Ê�½�z���z¤���¡ �G£Z���!�s�����ª���!�Ê�N�Y£������¶��¡N��£Z���+¤2�ª���ª¤2���m�N��¡ ý-�s£Z�$�Z�_� �	¢*�ª��Î
��¼��C����¤2�}¥�¡ ��¥>��¡¶���ª����¤2�Z�!�N�������Z�X�ª�T�N¼��C�¶�´���N��¤������z�sý§��¼��Z��¡N�Z¤ ���k��¼��}¡N�ª��¤2�s�������s�k¤2�s��� ¾

úsø



ýR���ª� (D2 × R, ghyp) º»¼���¡N� ghyp =
dx2

1+dx
2
2

(1−x2
1−x2

2)
2 + dx23.

²³�K���m���N�A�s�ª�ª¢Ê�������s�N���e	!¢ M2(−4) × R,
���D¥>���ª�!����������¼A�_�»�N¼��§�N�Z£Z���ª���A���/£Z��¡ ���_����¡ ���sý D2 × {0} �������'ºÿ���Êº»�½��¼���¼��§¤2����¡N�ª£ dx2

1+dx
2
2

(1−x2
1−x2

2)
2��Ç!�A����� −4. RQ�8��	��N�Z¡ ���8��¼A�_� H2 = M2(−1). Ôm��£Z��£��s��� �N¡N��£������[��¼��ª��� ��¡ ý-��£����½���ª�����s�¶¢$�����	����s���"	!¢��p���ªþ�Z��¤2�s¡N¥�¼��ª�N¤Ó��¼��Kº����!���Z�Ê¤������ª¤��s��N��¡¶ý-�s£��§��� H2 × R.

ü�¼��D¤2�s����¡N�Z�N���½�§���m¥�¡N�	�����·	!¢}��Î��ª������Î8¥�¡N�1£Z������¡ �b[R�N���pýR��¡m��Å��s¤�¥��ª�!X ÷�÷ Zm\¹��� �A�s�ª�ª¢��s����¥����Z�
����£Z�����¶��¡N��£��å�ª� R3 ����º~��Å��s¤�¥��ª���K� �´��¡ ���ª��Î8ýR¡N�s¤ Ä!���'º»�G¤2�ª���ª¤2���0�N��¡ ý-�s£Z����¯JR$�D£Z����� �����Z¡��
�N£��s���Z�2����¡ �N���s�"�sýU��£���¤�¥A�s£��ÿ¥A�s¡ �ÿ�sý/� ¨ �s� �´�'¾P¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ1�Í�À¢1¥>�¹�N��¡ ý-�s£Z�s*�N��£´¼"��¼A���ÿ�½�ÿ£��s�	>�p£������´�s�ª���Z�C���C�8£Z¢1�ª������¡ ��£��s�0���Z��Î�¼	>����¡ ¼��1�1�C��ý {0, 0} × R ⊂ M2(−4) × R �sýÍ�N��§�£Z���Z�!���½¢�N¤2�s�ª��¡��s���ª����¯�«�£Z�����s���½¢"�ª��E ��¥>���N� �D	��ª�K�N��¥�¡ �'���K��¼A����A�ª����¼��§����¤2�K�N�Z��A�N¼��§¤2���s�z£Z��¡ �_������¡ ���sý
�N��£ ¼[�z� ��¡ ý-��£���º»�ª�N¼Q¡N��� ¥>��£��É��¼���¤2����¡N�ª£ ghyp, ��¥Q��� ���$�ª���A���½���Z�N��¤2���4���Z¡N¤z0�ZÇ!�A�s���§��¼������*¾£��ª�������s���s���s¯hRQ��Îs�����m�N¼��§�N��¡¶ý-�s£��§����� £�¡N�n	>��� ��	>�	���å��������Îp�½������¼�¡N����	>���������s¡ ¢�£Z��¡ ���Z�H���p�Pºÿ�
¤������ª¤��s�4Îs¡��s¥�¼��§�N¼A���å��¡N�D¡N�Z�N¥>��£����½�����½¢G�s� ¢1¤�¥���������£��N�Ê�s�G��¥�¥>�Z¡�¼A�s�½ýÿ£����N�������ª�Q�s���Q���ª�'ºx�Z¡
¼A�s�½ýU£����N�������ª�����Q�A�����z�ª� M2(−4)×R �s���8���D��¤2�ª���ª¤2���>Î�¡N�s¥�¼���	>���*� M2(−4)× {0} º»¼��ª£ ¼Î��1�Z�K����¬Z��¡ �z���C��������Îs¼�	>����¡ ¼��1�1�C�sý ∂∞M2(−4) × {0}. ü�¼��D��Å*���¶������£����sýÍ��¼����N�D�N��¡¶ý-�s£��Z�����¥�¡ �'���Z�Ê����� ��£Z�N�������¹�*¯ûúp�s��� �*¯��*¯

ô
ò_ô õ LM2ª1QP<7 P3-'ökLMP<25:
²À���N¼����xºx��¡ Ä2ºx�§�N¼��s����£��s���N�ª����¡���¼��K�����½������� Ä"¤��1�����ýR��¡ H2.

· �Z� (x1, x2) ���Z���s�N�K��¼��K£Z�*�s¡N��� ¾�A���N���»���8��¼��§�����ª�»���ª�NÄ D2 ����� x3 �N¼��§£��1�s¡N���ª�A�����m��� R. ü�¼����z�N¼��§�N¥A��£�� D2 × R �����Z�����	ºx���º»�ª�N¼��N¼��§¤��Z��¡ ��£
gH2×R =

4(dx21 + dx22)

(1− x21 − x22)
2 + dx23.

«¹��¤����������s�����p�ª�p�N¼���������¡ �1����£Z�N��������s�����sý>�N¼����N��¡¶ý-�s£��Z�Í�ª�!���s�ª���Z�D�ª����¼���Î��ª������Î¹¥�¡N�1£Z������¡N�»�����
£��s¤2¥A��£Z��¥A�s¡¶���sý����N£��s���Z�8����¡N� �������sý/��¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!���N��¡¶ý-�s£���¯±ü�¼A�����ª���É¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z����� R3 �������	ºx�Z�Êº»�ª��¼���¼��§����£Z���ª�������z¤2����¡N�ª£ g0 ¯Íü��2� ��¤�¥��ª�½ý�¢8���H¤���£´¼Ê�s�»¥>���N� �D	��ª�K��¼��¥�¡ �1�sý4�sý4¤"�����8��¼��Z��¡N�Z¤ÊA�½�H�ª�»£��s�!���Z�����Z�!�H����£��s���N�ª����¡H��¡ ���Z¤"�s�����©����¤2�s���ªýR���½���Z�����	ºx���Êº»�½��¼
�D¤�����¡N�ª£K¤���¡ �K�N�ª¤2�ª����¡ÿ��� g0 ��¼��s����¼����¶�´�s���A�s¡N�z¤��Z�N¡N��£m�sý H2 × R. ü�¼��$	>�Z� �]£´¼����ª£��§�ª�

ghyp =
dx21 + dx22

(1− x21 − x22)
2
+ dx23,

	>��£��s��� � ghyp → g0
�½ý (x1, x2)→ (0, 0). ü�¼��������x�N¼��K¡ ���s� ����º»¼��ª£ ¼���������£��Z�»�������pÎ��½���K��¥�¡N�1��ý�sýA��¼��Z��¡ ��¤~�*¯ ÷ ¯ ÷ ºx��¡ Ä1�ª��Îm���É�N¼���¡ ����¤2�s�����©���É¤2�s���½ýR���ª� M2(−4)×R. V]�	º+ºÿ��� ��¥�¥>��� �»¼A���1����Î�N¼��'º»� �N¼��å� Å��ª� �N����£Z����ý��2¤�������¤��s���N��¡ ý-��£��å������¼��ª�H¡N�ª��¤2�s�������s��¤2�s���ªýR�s�ª�@¯�RQ�å���Z��� �N�2�N¼��	º

¼��	º �ª�»���»¥>��� �N�D	����K���2��	��´�s�ª�Ê��¤��ª���ª¤2�s��� ��¡ ý-�s£Z�å��� H2 × R.
· ��� ḡ 	>�§��¼���¤��Z��¡ ��£K���3���������s�

D2 × R 	!¢
ḡ = 4ghyp =

4(dx21 + dx22)

(1− x21 − x22)
2
+ 4dx23.

ú��



RQ��£Z����� �����Z¡���¼��§¤2�s¥ f : (D2 × R, gH2×R)→ (D2 × R, ḡ) ���3�A�����^	!¢
(x1, x2, x3)→

(
x1, x2,

x3
2

)
. [��*¯ ÷ \

²³�]���H���s� ¢����2� ���å�N¼A���]�½�]�ª�]�s�Ê��� ��¤��Z��¡ ��£K��¤J	>�Z��������Î�¯�ü�¼A���¹�ª�»��¼��å¥����ª�½¾�	��s£´Ä8�sý4��¼���¤2����¡ ��£ ḡ	!¢ f �ZÇ!�A�s��� gH2×R.
�*�å�ªý Σ �ª�ÿ�å¤��ª���ª¤2���A� ��¡ ý-��£��]��� (D2×R, ḡ), �N¼����2��¼��]��¤2�sÎ����sý Σ 	�¢ f−1

���»�p¤2�ª���ª¤2����N��¡¶ý-�s£��§��� H2 × R.

V]�	º ºÿ�2����¡ �\�s��¡É��� ���Z�!���ª���G���z��¼��2¡ ����¤2�s�����©���G¤"�����ªýR�s�ª� M2(−4) × R, ¤2�Z�!���ª�����Z�Q���G��¼��������¡ �1����£Z�N������¯K²À����¼��ÉýR���ª���	º»�ª��Î�ºx�p�N¼��s���4�s���s¥��m�N¼��p� ��¤�¥���� �A�Z�����s�������ª��� M2 × R. R$��¡N�Z£��s�ª���¼����¹�N¼���¤��Z�N¡N�ª£ ḡ ¼A���W	>�Z���}���3�A�����G�s� 4ghyp, 	>������Î ghyp �N¼��É¤2����¡N�ª£å�sý M2 × R. «¹�¹£������ ��¾Ç!������£����N¼��É¤����s� £Z��¡ ���_����¡ ���sý±�2�N��¡ ý-��£�� Σ �ª� M2 × R ��Ç!�A�����]�N¼��É¤2���s� £���¡ �����N��¡N�É�sý Σ �ª�
(D2 ×R, ḡ) ¤����½���ª¥��½�ª�Z�"	!¢ 4. �*�D�ªý0�p�N��¡¶ý-�s£��§�ª��¤������ª¤��s��ª� M2 ×R, ����� �D�½�»�ª��¤������ª¤��s�>º»�½��¼¡N�Z�N¥>�Z£Z�H���D�N¼��§¤��Z��¡ ��£ ḡ.
RQ��£��s� £�����£����������N¼A���p�ªý Σ ���p�}¤��ª���ª¤2�s�Í� ��¡ ý-�s£Z���ª� M2 × R, �N¼���� f−1(Σ) �ª�p�}¤������ª¤2����N��¡ ý-�s£Z����� H2 × R.
Z8Ú1é$Ü�ó'òGõBqªõBq�Öoq>�itd�iujt`� {5xzyo{ t`u { � � ¦ ° ¦ °  ¡{ ~ y v�wmw |U{j{ �
�jt | ~Q��� { u¡~���v�� { ~Wt��¶� }�| � x �Ht | ~5� | �`v�u�� ®v |oxB}�| � { u xmyo{ v�� x �Ht | ~%t�� xmyo{ �D~Ft`� {Qx u�� { ~%t�� R3  My �H� y w {Qx � | �`v�uQ��v |oxUxmyo{k÷ tl~ x v ®`� tA�5�=v | ®`� {j{ ²F~~ } uz�3v�� { ��vQ���iu_tj�iuQ��v x�{ u_t x v x �Ht | ~$v��Qt }�xhxzyo{ � { u x �H��v�wC��tFt`u���� | v x�{ v � �D~ x3, xmyo{ u {��%{ � x �Ht |^  � xzy u { ®~�� { � xdxmyo{@y t`uQ��¢`t |ox v�wo�iw�v |U{ x3 = 0

v | � xzyo{ � {Qx �H��v�wo�iw�v |U{ x2 = 0
� ¦a� yo{ ~ { v�u { �D~Ft`� {Qx u�� { ~=t��

M2 × R v`~  ¡{ wmw�¦ ± t  ¡{�  �mwmwS�jt |ox � |o}o{�} ~Q� |��.xzyo{ ~<v�� { w�v |���} v ��{ v`~  ¡{ v�u { � | R3.

ô
ò�ø � P<-"P<7 ö$1Y6�L,ö�1 ú :*P3-
M2 × R

RQ�¹���Z���s�N��	!¢ Hu
�N¼��¹¤������"£���¡¶�����N��¡N�¹�sý@�N¼��¹Îs¡��s¥�¼"��ý@��¼��HýR����£Z�N���s� u �'���Z¡��å���s¤"�s�ª����� D2.²³���»� Å�¥�¡N��� �N�����Ê�ª�

2Hu = Fdiv

(
∇u√

1 + F |∇u|2

)
, [��*¯ù��\

º»¼��Z¡N� F = (1− x21 − x22)
2
= (1− r2)

2 �s��� div ���Z���s�N���¹��¼��É���½����¡ Î�����£������ R2.
Ã ��¡H�N¼��É����¾

�´�����ª���sý0�N¼��§£��s¤2¥��*�´���N������� �����N��	��N�Z£Z���ª�����*¯ ÷ �*¯ ø�¯
· �Z� Σu

	>�H��¼��]Î�¡��s¥�¼"�sý@��¼��]ýR����£Z���ª��� u. ²À�"�N¼����Í�N�Z£Z���ª���2ºx�]º����!�ÿ���É��	��´�s�ª����¼��]��Å*¥�¡ ��� �N�����8�sý��¼��p¤����s�}£Z��¡ �_������¡ �p�sý���¼����N��¡ ý-�s£Z� Σu+v
��¼A���m���]�N¼���Î�¡���¥�¼}�sý���¼��ÉýR����£Z�N����� v �	����¡ Σu

�s���
£��ª���N�å�����½��¯WRQ�p�N¼��s���0�N¼��'ºÝ¼��'ºë�ª�¹ýR�s���ª�'º»�HýR¡N��¤ [��*¯û��\H�N¼A���¹��¼������ª�����s¡ �ª¬��Z��¤2���s��£���¡¶��������¡N�s
��¼����»ºÿ�����Z���s�N�§º»�ª�N¼ Lu, �ª��Î��ª���Z�z���1£��s�ª�½¢.	!¢iT

Luv := Fdiv

(
∇v√

1 + F |∇u|2
− F∇u ∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3

)
. [��*¯ûø�\

ú�ú



Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N�2ºx�8�N¼A�s�ª�ÿÎ��ª���2��¼���� Å�¥�¡N��� �N���s�+��ý Hu+v,
�N¼��8¤2���s�[£Z��¡ �_������¡N���sý»�N¼��8Î�¡���¥�¼[�sý

��¼��KýR����£����ª��� u+ v, �ª���N��¡ ¤2����ý���¼��K¤2���s��£Z��¡ ���_����¡ ����ý Σu,
��¼����»�ª� Hu.

²À���N¼��KýR�s���ª�	º»�ª��ÎÉºx�
�N¼��s���Í¡ ��� �N¡N�ª£Z�É����¡É���N�N���������s�Q���Ê�Pºÿ��£����N���3TD��¼��"¥����s����[R���$� ��£Z�N����� �1¯ùú�\�0��¼A�_���ª� u = 0, �����[-�ª��� ��£Z�N�����Ê�*¯���\��D¥��s¡ �»�sý0£��_���������������Q�A���Z� �s����¼��K����¤2�s��� {(r, θ) ∈ M2 | r ∈ [rε, 1]}, º»¼��Z¡N�
rε = ε/2.

¸]�Z¡N�Kºx��� ¼A�s�ª�@�N¼��	º ��¼A���<T
2Hu+v = 2Hu + Luv + FQu(

√
F∇v,

√
F∇2v), [��*¯��\

º»¼��Z¡N� Qu
¼A���%	>�s�������Z�Ê£��1�3§�£Z���Z�!���H�½ý r ∈ [rε, 1]

º»¼��ª£´¼Ê�N�����ª���A�Z�
Qu(0, 0) = ∇Qu(0, 0) = 0.

ü����N¼��	º ��¼��ª���ºx�§� �´��¡ �»��	��N�Z¡ �1����Î��N¼A���<T
1√

1 + F |∇(u+ v)|2
=

1√
1 + F |∇u|2

− F
∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3
+Qu,1(v).

[��*¯ûú�\

Qu,1(v)
¼A�s����¼��KýR�����ª�	º»�ª��Îp� Å*¥�¡N�Z�N�N���s�

−F |∇v|2
(1 + F |∇(u+ t̄v)|2)3/2

+
3F 2 (∇u · ∇v + t̄|∇v|2)2

(1 + F |∇(u+ t̄v)|2)5/2
, [��*¯���\

º»�ª�N¼ t̄ ∈ (0, 1), �s���8�½�ÿ�����N��������� Qu,1(0) = ∇Qu,1(0) = 0. ü0��¥�¡N�'���9[��*¯ùú�\±�ª��E �ÿ�N�´§2£Z���Z�!�x���É�N���
f(t) =

1√
1 + F |∇(u+ tv)|2

�s���+���Gº�¡N�ª�N�z���	º»�Y��¼��zü4��¢1����¡3E ���N�Z¡N�ª���2�sým�s¡N���Z¡2�s���Ê��ý¹��¼��ª�DýR����£������s���s���+���Q�����s�ª�A���N�z�ª�
��� t = 1 ¯Êü�¼�������� f(1) = f(0) + f ′(0) + 1

2
f ′′(t̄), º»�ª�N¼ t̄ ∈ (0, 1). RQ�"����� ��¡¶�![��*¯ûú�\§���G��¼����Å*¥�¡ ��� �N�����z�N¼A���»���3������� 2Hu+v

���DÎ����

Fdiv

(
∇(u+ v)√
1 + F |∇u|2

− F∇(u+ v)
∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3
+∇(u+ v)Qu,1(v)

)
=

2Hu + Fdiv

(
∇v√

1 + F |∇u|2
− F∇u ∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3

)
+ FQu(

√
F∇v,

√
F∇2v).

�*�ª��£��Kºÿ�å�s� �N��¤��K��¼A�_� Σu
���»�D¤�������¤��s�� ��¡ ý-�s£Z�s�ºx��� ¼A�s�ª�@£������N������¡ Hu = 0.

ú��



Z8Ú1é$Ü�ó'ò%õBqªöBq-Örq;� yo{ �9� | �m�=v�w¶~ } um�3v�� { ~J� |Ixzyo{ �3v��9�mw¹� { ~  ¡{ ~ y v�wgw]�jt | ~ x u } � x � | ~ { � x �Ht | ~ � ¦ �v | � � ¦ � ¯¶y v�� {B�]| � x�{5x t x v�w {���x u�� | ~Q�H��� } u��`v x�} u { ¦
� yo{ ~ { �9� | �m�=v�w�~ } um�3v�� { ~%v�u {�� u�vQ� y ~5v��Qt }´xCxmyo{��t`�=v�� | {(r, θ) ∈ M2 | r ∈ [rε, 1]}
t��O� }�| � x �Ht | ~.t��
�Qw�v`~j~ C2,α. � yo{>x t x v�w {���x u�� | ~Q�H�=� } u��`v x�} u {t�� xzyo{>� u�vQ� y S t��=v@� }�| � x �Ht | u � {z�]|U{ �et | M2,

�D~ xzyo{ � |ox�{H� u�v�wOt�� xmyo{"{���x u�� | ~Q�H��� } u��`v x�} u {j¯xmy v x �D~ ∫

S

KextdA =

∫

S

II

I
dA, [��*¯���\

 Myo{ u { I ¯ II � {Q| t x�{=xmyo{ � {Qx�{ uQ�9� | v |ox ~�t�� xmyo{%� u_~ x v | �It�� xmyo{ ~ { �jt | ����� � { u {Q|ox ��v�w?��t`u��=¦3� xy t`w�� xzy v x II = b11b22 − b212, I = g11g22 − g212, dA =
√
I.
s�t`u xmyo{�{�� �iu { ~j~Q�Ht | ~It�� xmyo{�jt {�� �Q� {Q|ox ~^t�� xmyo{W� uj~ x v | ��t�� xmyo{ ~ { �jt | �I��� � { u {Q|ox ��v�wr��t�u��ü~ {j{ ~ } �Q~ { � x �Ht | � ¦ °�� ¦ � ¦z� | � {xmyo{ �mu {�� �iu { ~j~Q�Ht | ~ªu { �iw�v�� { �$� | [��*¯���\ � x �D~k�Qw { v�u xmy v xm¯Sx v`²`� |�� � |ox t>v��j�jt }´|oxCxzy v x u �D~�v C2,α �Qw�v`~j~� }�| � x �Ht |�¯ ∫

S
KextdA

�D~b�Qt }�| � { ��¦*� y �D~�t��Q~ { uQ�`v x �Ht | v�wmwDt   ~ } ~ x ta~ x v x�{^xmy v x@xzy �D~9�iu_tj� { u x�¤y t`w��`~@v�w�~Ftª��t`u xzyo{ ~ } um�3v�� { t�� x v�� |U{ ��� ¤ v � w } � |�� �iu_tF� { � } u { � | ~ { � x �Ht | � ¦ °�° ¦�� | �3v�� x�xzyo{�x t x v�w{���x uQ� | ~Q�H��� } uQ�`v x�} u { t�� xzy �D~ªw�v`~ x ~ } um�3v�� {�{��<} v�w�~ xzyo{ ~ } �Ît�� xzyo{ªx t x v�w {���x u�� | ~Q�H��� } u��`v x¥} u { t�� xmyo{~ } uz�3v�� { ~ � w }o{ � x t ��{Qxmyo{ u3£ xzy v x �D~¡v@�jt`���?v�� x �i� { � { t��¡v ÷ tl~ x v ®`� tA�5�=v | ®`� {j{ ²F~ x�¤ � { ~ } uz�3v�� { v | �xmy u {j{ �9� | �m�=v�w � u�vQ� y ~@v��Qt }´xOxmyo{ ��t��=v�� | � { ~F�QuQ��� { �;v��3t`� { ¦�� { ��v } ~ { t�� xzyo{ �jt`����v�� x¥|U{ ~j~ ¯hxmyo{�jt |ox uQ��� }�x �Ht |bx t xmyo{�x t x v�wM� } u��`v x¥} u { t�� xmyo{ �i� { � { t�� xzyo{=÷ tF~ x v ®`� tA�5�=v | ®� {j{ ²F~ x�¤ � {J{�� v����iw {�D~��Qt }�| � { ��¦9� yo{Q|;xmyo{ u { ~ } w x ��t`wgwDt   ~ª�m�9� { ����v x�{ w ¤F¯Cx v�²`� |� � |ox t@v��j�jt }´|oxCxmyo{ t��Q~ { u��`v x �Ht | �=v�� {v��Qt`� { �jt | � { u | � |��=xmyo{�� u�vQ� y t�� C2,α �Qw�v`~j~h� }�| � x �Ht | ~>v��Qt }�x M2.

ô
ò�� ùêú 2 7 ö�1�1!P<-"6 1"LM/�1e2dL�8CP325:�/$û�8 ú 2��Iö�1!1<ö$)¡2 /�1a2dL,ök8C/$L
V]�	º ºÿ� ¡N�Z� ��¡ ��£Z�2����¡2���N�N���!�N�����+�N�Q�N¼�� £��s�N� ��ým��¼�� ¤������ª¤��s���N��¡¶ý-�s£��Z�"£����s�N�z��� M2 × {0},��¼����å���§�N¼��2Î�¡N�s¥�¼Q�sýx��¼��DýR����£Z�N����� u = 0. ²À�Q��¼��ª��£��s� �2ºÿ�"��	��´�s�ª�G��¤�¤��������_���Z�½¢�ýR¡ ��¤ [��*¯ ø�\
��¼���� Lu=0 = F∆0,

º»¼��Z¡N� ∆0
���Z���s���Z�4�N¼�� · �s¥����s£����s��������¼��O ����4¤��Z�N¡N�ª£ g0 �sý��N¼��x�����ª�0����� Ä D2.

²À�8��¼��ª�x�N��£����ª���8ºx�K� ¼A�s�ª�� ������¢"�N¼��m¤"��¥�¥�����ÎÉ¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª������ý ∆0.
²À�8��¼��¹ýR���ª���	º»�ª��Î�ºx�m�N¼A�s�ª����N�

��¼��H¥>���©�s¡�£��1��¡ �����A�_����� (r, θ). ²P�2¥��s¡ �N��£Z���©�s¡�����¡Í�s�ª¤ �����N�å� ���ª���»������������Ç!���»º���¢p��¼��H¥�¡N��	����Z¤^T
{

∆0w = f ��� S1 × [r0, 1]
w|r=r0 = ϕ

º»�ª�N¼ r0 ∈ (0, 1) A£Z����� �����Z¡N����Î2�p£��s�!�������������]���s¡N¤�����ýR����£Z�N���������N¥A��£��§ýR��¡ w, f ����� ϕ ��N�D��¼A�_���¼�������¡N¤ �sý w ���ª	>�����������^	�¢8��¼��§�����§��ý f ¯
V]�	ºSºx��� ¼A�s���@���3�A�����N¼��§�N¥A��£����sý�ýR����£������s����ºÿ���N¼A������ºx�s¡NÄ"º»�½��¼@¯
� Ú"��Ø�àRá'àRã>ØkõBq «Cq-Örq � �m� {Q| ` ∈ N ¯ α ∈ (0, 1) ¯ v | � xmyo{ �QwDtF~ { �.� |ox�{ u��`v�w I ⊂ [0, 1] ¯] d{ � {z�]|U{

C`,α(S1 × I)

ú��



x t;� {$xmyo{ ~���v�� { t��,� }´| � x �Ht | ~ w := w(θ, r)
� | C`,αloc (S1 × I)

��t`u  My �H� y!xmyo{$| t`u��
‖w‖C`,α(S1×I)�D~ �]| � x�{ v | �  My �H� y v�u { � | �`v�u���v |ox¶  � xmy u { ~�� { � x¶x t�~ ¤ �9� {Qx u ¤�  � xzy u { ~�� { � x¶x t xzyo{ x2 = 0

��w v |�{j¯  � xmy u { ~�� { � xOx t xmyo{ u_t x v x �Ht | t��@v | v |� w { 2π
k+1

v��Qt }�xOxzyo{ � { u x �H��v�w x3 v � �D~ ¯�  � xmy u { ~�� { � xOx t xmyo{�jt`���otF~Q� x �Ht | t��Wv
u_t x v x �Ht | t��Wv |�� w { π
k+1

v�Qt }�x,xzyo{ x3 ® v � �D~kv | � xmyo{ ~ ¤ �9� {Qx u ¤9  � xmy u { ~�� { � x,x txmyo{ x3 = 0
�iw�v |U{ ¦

RQ��¡N��£��s�ª�*��¼A�_�±�s�����sý���¼����N��¡¶ý-�s£��Z�±���������ª���Z�p�����N¼���Î���������Î¹¥�¡N�1£Z������¡N��ºÿ�»� ¼A�s���1ýR�����ª�	º[���K¥�¡ �'���
��¼���¤2�s�ª�å��¼��Z��¡N�Z¤Ês�����m� ��¡ ý-�s£Z�����Z¡N�½�����
	�¢å��¼�� ¨ �s� �´�'¾P¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ1��� ��¡ ý-�s£Z�s¯�ü�¼������N��¡ ý-�s£Z�s
�s�»��Å*¥����s�������z�����N��	��N�Z£Z���ª�����*¯��*¯ ÷ ���_� �	¢1�]¤2�s�!¢8¥�¡ ��¥>��¡¶���ª���»�sý4� ¢1¤�¤2����¡ ¢"��¼A����ºx�§º��s���H�N�=	>�
����¼���¡ �ª���Z�a	�¢ �N¼��p� ��¡ ý-�s£Z�p��	��´�������Z�a	!¢Ê��¼���Î���������Î"¥�¡ �1£��Z����¡N��¯Éü�¼��ª�K�ª�¹�N¼��p¡N���s�N�s�}ýR��¡¹º»¼���£´¼
ºx�§¼A�	���§£´¼����N�Z�Ê�N¼��KýR����£������s�z� ¥A�s£Z������� £�¡ �D	>��� ��	>�	���s¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�õ¶q «Cqªõ¶q � �m� {Q| r0 ∈ (0, 1) ¯]xzyo{ u {9{�� �D~ x ~@v | tj� { u�v x t`u

Gr0 : C0,α(S1 × [r0, 1]) −→ C2,α(S1 × [r0, 1])
f 7−→ w := Gr0(f)~<v x �D~z� ¤ � |��.xmyo{ ��t`wmwDt   � |�� ~ x v x�{ � {Q|ox ~

�µ� �
∆0w = f

t | S1 × [r0, 1] ¯
�µ�m� �

w = 0
t | S1 × {r0}

v | � S1 × {1} ¯
�µ�m�m� � ||w||C2,α(S1×[r0,1]) 6 c ||f ||C0,α(S1×[r0,1]),

��t`uO~Ft`� { ��t | ~ x v |ox c > 0  My �H� y ��t { ~ | t x � { � {Q| �t | r0 ¦
ü�¼���¥�¡N�1�sý0�sý���¼��ª�»¡ ��� ���ª�»����£��s�!�´�������Z�z����� �?	�� ��£Z�N���s���*¯ ÷ �*¯ù�1¯
ô
ò(' ( û�ö$7 PQ1-+ /$û�7 P<-"P37 ö$1Y:CN�LSû�ö$)¡25:�)O13/@:¶2 8C/

M2 × {0}
²À� ��¼��ª�p�N��£����ª��� ºx���N¼A�s�ª���N¼��	º ��¼���� Å*��� �N����£Z�Ê��ý¹¤������ª¤��s�ÿÎ�¡N�s¥�¼�����	>�s��� D2 − Brε ,

¼A�	�1�ª��Î
¥�¡ ���N£Z¡N�n	>���e	>�������A�s¡ ¢��s����º»¼���£´¼C�s¡N���s� ¢1¤�¥����s�N��£å�N���½��¯�R$��¡ ��£���������¼���� rε = ε/2. RQ���N¼A�s�ª�¡N��ýR��¡N¤��������N�]�N¼��K¥�¡N��	��ª��¤Ó�������N�$�*£´¼oós������¡d��Å*���z¥>�s���!�x�N¼����s¡N��¤z¯,RQ�KÄ!���	ºW����¡N���s��¢���¼�������¼��
Î�¡N�s¥�¼+�sým�}ýR����£����ª��� v, �������s�N���+º»�ª�N¼ Σv,

�ª�D¤2�ª���ª¤2������ªý¹�s���+�����½¢[�½ýH��¼���ýR����£Z�N���s� v �ª����N�s�����N�������sý
F
(
∆0 v +Q0

(√
F∇v,

√
F∇2v

))
= 0. [��*¯ ��\

ü�¼��ª�x�ZÇ1�������ª���"���ÿ�É� ��¤�¥���� �A���D����¡N� �����a[-�N�ª��£Z� u = 0 \Í��ýO[��*¯��\�¯4ü�¼��m�s¥>��¡��_����¡ Q0
¼A�s�¡	>�s�������Z�

£��1�Q§�£��ª���!�N�»ýR��¡ r ∈ [rε, 1].
²³���»��Å*¥�¡ ���N� �����Ê��� div (∇v Q0,1)

º»¼��Z¡N� Qu,1
�ª�»Îs�ª���Z�'	!¢I[V�*¯���\ ¯

ús�



V]�	º ���Z�<E �K£��s���N�ª����¡��8ýR����£������s� ϕ ∈ C2,α(S1) º»¼��ª£´¼Q�ª�K�Z���Z�Qº»�½��¼C¡N�Z�N¥>��£��å�N� θ U£����ª���ª�����s¡]���
cos(j(k + 1)θ), [RýR�s¡ k > 1 ��Å*�Z�r\�º»�ª�N¼ j > 1 �s���z�1���Ê�s���z� ��£ ¼z�N¼A���

‖ϕ‖C2,α 6 κε2. [��*¯���\
RQ�����3�A���

wϕ(·, ·) := Hrε,ϕ(·, ·),º»¼��Z¡N� H �ª�p��¼��z�s¥>��¡��_����¡D��ým¼A��¡N¤�������£8��Å1���Z���N�ª�����ª�!�N¡N�1����£Z���Y�ª�+¥�¡ ��¥>���N�½���ª���Y�*¯ ÷ �1¯ ÷ ¯+ü�¼��
¥A�s¡¶���ª£������s¡Í£´¼����ª£��¹�sý ϕ ���N�N��¡N���x��¼A���x�ª�N�x¼A��¡N¤������ª£]� Å1�������N���s�!	>�Z���s��Î��ÿ�N�É��¼��]ýR����£����ª���A�s�>� ¥A�s£Z��sý0���3�����ª�N�����z�*¯���¯ ÷ ¯
²À�$��¡ ����¡§���Ê�N���½�����N¼��2��Ç!�A�_���ª����[��*¯ ��\�Uºx�"�ª�1��Ä ýR��¡ v �sýx��¼���ýR��¡N¤ v = wϕ + w º»¼���¡ � w ∈
C2,α(S1 × [rε, 1])

�s��� v = ϕ ��� S1 × {rε}. ®H�N�ª��Î�¥�¡N�s¥>���N�½�����s�C�*¯���¯û�*�ºÿ�D£��s�C¡ ��¥�¼�¡��s�N����¼����¥�¡ ��	����Z¤ �s�H�J��Å*���Ê¥>�������»¥�¡ ��	��ª��¤
w = S(ϕ,w) [��*¯ ÷ ��\

º»¼��Z¡N�§��¼��§���������ª������¡�¤"��¥�¥�����Î S º»¼���£´¼z����¥>�Z�����]�s� ε �s��� ϕ �������Q�A���Z�b	!¢
S(ϕ,w) := −Grε (Q0 (wϕ + w)) ,

º»¼��Z¡N�2��¼��2��¥>��¡N������¡ G �ª�����3�A�����\���Q¥�¡N��¥>��� �ª���ª���$�1¯���¯û�*¯8ü0�Ê¥�¡N�	���2�N¼��2��Å*�ª� ���Z��£��"�sý��'�*Å��Z�¥>���ª�!�xýR��¡�[V�*¯ ÷ ��\±ºx�K�����Z�z�N¼��mýR���ª���	º»�ª��ÎÉ¡N�Z�N���½���N¼A����� �������Z����¼���� S ������£�������¡���£Z���ª����¤2�s¥�¥�����Î?T
� Ú*é$é$ÜQõ¶q � q-Öoq.� yo{ u {J{�� �D~ x ~Ft`� { �jt | ~ x v |ox ~ cκ > 0

v | � εκ > 0 ¯ ~ } � y'xmy v x
‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 cκε

4 [V�*¯ ÷�÷ \
v | � ¯ ��t`u@v�wmw ε ∈ (0, εκ)

‖S(ϕ, v2)− S(ϕ, v1)‖C2,α 6
1

2
‖v2 − v1‖C2,α

‖S(ϕ2, v)− S(ϕ1, v)‖C2,α 6 cε2 ‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1)��t`u^v�wmw
v1, v2 ∈ C2,α(S1 × [rε, 1])

~ } � y©xmy v x ‖vi‖C2,α 6 2cκε
4 v | �=��t`u^v�wmw%�Qt }�| ��v�u ¤ ��v x v

ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ C2,α(S1)
~<v x �D~z� ¤ � |�� [V�*¯���\ ¦

� ó_ã@ã�ä_q R$�§Ä!���	º ýR¡N��¤ ¥�¡ ��¥>���N�½���ª���z�*¯���¯û�É��¼A��� ‖Grε(f)‖C2,α 6 c‖f‖C0,α , �N¼����
‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 c‖Q0 (wϕ) ‖C0,α ,

	>��£��s��� � wϕ �ª�H���z¼A�s¡ ¤2�s����£¹ýR����£Z���ª���@¯ü��=�A��� ���Ê�Z� ���ª¤"�_���K�sý0��¼��§����¡N¤ ��	>�'���§ºx��¡ ��£������@�N¼A��� ‖ϕ‖2,α 6 κε2 �s������¼A����Ä!�H����¥�¡N��¥>��¾�N�½���ª���z�*¯ ÷ �*¯ ÷ ºx����	��´�s�ª�
‖wϕ‖C2,α 6 c‖ϕ‖C2,α 6 cκε

2.

ú��



ü�¼��Z�
‖Q0 (wϕ) ‖C0,α 6 c‖w‖22,α 6 c‖ϕ‖2C2,α(S1) 6 cκε

4.

ü�¼��Z�Êºÿ��£��s�z£�����£Z�������
‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 cκε

4.

«¹��ýR��¡��N¼��§�N�Z£������Ê���¶���ª¤"���N�s*ºx����	��N�Z¡ ���§��¼A���
‖S(ϕ, v2)− S(ϕ, v1)‖C2,α 6 c‖Q0 (wϕ + v2)−Q0 (wϕ + v1) ‖C0,α .

ü�¼A�s��Ä1�»���p��¼���£Z����� �����Z¡����N��������¤2�s���§��	�	���§�ª��ýR�����ª�	º»���N¼A���
||Q0 (wϕ + v2)−Q0 (wϕ + v1)||C0,α 6 c||v2 − v1||C2,α‖wϕ‖C2,α 6

6 cκε
2||v2 − v1||C2,α .

ü�¼��Z�
‖S(ϕ, v2)− S(ϕ, v1)‖C2,α 6 cκε

2||v2 − v1||C2,α .

ü����N¼��	º ��¼��K�N¼���¡ ����� �N��¤2�����¹ºx�§¥�¡N�1£��Z��� �s�H��	>�'����T
‖S(ϕ2, v)− S(ϕ1, v)‖C2,α 6 c‖Q0 (wϕ2 + v)−Q0 (wϕ1 + v) ‖C0,α

6 c||wϕ2 − wϕ1||C2,α‖v‖C2,α 6 cε2||ϕ2 − ϕ1||C2,α(S1).

p æUÚ!ã�ó_Ú1é õ¶q � qªõBq� {Qx � { B := {w ∈ C2,α(S1 × [rε, 1)) | ||w||C2,α 6 2cκε
4}. � yo{Q|»xmyo{9| t | ®w¹� |U{ v�uk�=vQ���i� |�� S � {z�]|U{ �;v�Qt`� {�y v`~@v }�| � �<}r{h���´{ ���ot`� |ox v � | B.

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼���¥�¡ �Z�1�������H�ª��¤�¤"�É�N¼��	º»�H�N¼A����A�½ý ε ����£ ¼��s�N���Ê�N¤2�s�ª�@�Z������Îs¼@A�N¼��§�������ª�������s¡�¤"��¥*¾¥��ª��Î S ���H��£�������¡���£Z�N�����z¤"��¥�¥�����ÎDýR¡N�s¤ �N¼��@	A�s�ª�C&%�sý�¡��s���ª��� 2cκε4 ��� C2,α(S1 × [rε, 1])
�ª�!���

�ª�N�N�Z�ªýP¯ÿü�¼��ª�H�_�s�����§ýR�����ª�	º»��ýR¡ ��¤ �N¼������ �N��¤2�����§��ý4��¼�������¡ ¤ �sý S(0). ¨ �s���N�ZÇ1�����!���½¢z�N¼A�s��Ä!�H����*£´¼oós������¡5��Å*�Z� ¥>�s���!����¼��Z��¡N�Z¤Ê S ¼A���]�p�����ªÇ!���k��Å*���Ê¥>������� w �ª����¼��ª�5	��s����¯
RQ�D¼A�����D¥�¡N�	�����C��¼��p��Å*�ª� ���Z��£�����ýx��¤2�ª���ª¤2���0�N��¡ ý-�s£Z�sU�������������Cº»�ª�N¼ Sm(ϕ), º»¼���£´¼G�ª�K£Z����� ���� M2 × {0}, �s���Ê£��ª���N�K�����½���5	>�s�����A��¡ ¢��ª����¼��K����¡ �N��£��s�/Î�¡���¥�¼z�'���Z¡»��¼��å�����1���ª��� B2rε − Brε�sý4�pýR����£Z���ª����º»¼���£´¼z£����^	>�§� Å�¥��s�����Z���s�

Ūm(r, θ) = Hrε,ϕ(r, θ) + V̄m(r, θ),
º»�ª�N¼ ||V̄m||C2,α 6 cε2.

ü�¼���ýR����£Z�N����� V̄m ����¥>�������m�����Ê���ª�����s¡ �½¢��s� ε, ϕ. Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N�å���]�ª�H���H���s� ¢��N�"¥�¡ �1�sý4��¼A����Ä!����p��¼��§�N¼���¡ �����¶����¤2���N�K�sý0���Z¤2¤2�p�*¯ûú*¯ ÷ ��ª�������N���������
‖V̄m(ε, ϕ)(rε·, ·)− V̄m(ε, ϕ

′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε‖ϕ− ϕ′‖C2,α(S1).
[V�*¯ ÷ ��\

���



ô
ò0/ ùêú 2 )¡ö�8C25-"/$P<4 P<-
M2 × R

ü�¼��§£��_�������������ª���N¼��§� ¥A�s£Z� M2 ×R £��s�'	>�§��	��´�s�ª���Z�!	!¢"��¼��K¡N�����������N���s���s¡N����������¼�� x3 �_Å*���Z
{0, 0} × R, ��ýH�s�[��¥�¥�¡N�s¥�¡N��������£���¡¶��� γ [-�N�Z�aX ø���Zg\�¯'R$�"£��s���N�ª����¡��z����¡ �N��£��s�ÿÎs���1���Z�N�ª£8¥��©�s���
£��s�!�´�������ª��Îå��¼��m��¡ ��Î��ª�"�sý M2 �����8��¼��m£���¡¶��� γ. · �Z� r 	>�m��¼��K�Z��£��ª�������s������� ���s��£Z�k	>���Pºÿ���Z�z�N¼��¥>���ª�!�m�sý γ ���K¼��Z��Î�¼�� t �s���}�N¼�� x3 �_Å*���<T]ºx�p���Z���s����º»�ª�N¼ r = r(t) �8¥A�s¡���¤2����¡ ��¬��_���ª�s���sý γ.ü�¼��m� ��¡ ý-��£��m��	��´�s�ª���Z��	�¢2¡N�����������N���s�"�sý γ, �ª�ÿ¤2�ª���ª¤2����º»�ª��¼"¡N�Z�N¥>�Z£Z���N�É�N¼��¹¤��Z��¡ ��£ ghyp �½ýU�s��������½¢8�½ý r = r(t) �����N���������»�N¼��KýR���ª���	º»�ª��Î����ªþ��¡ ���������s����Ç!�A���N�����I[-�N�Z���N��	��N�Z£Z���ª�����*¯ ÷ �*¯��\�T

r(t)
∂2r

∂t2
−
(
∂r

∂t

)2

− (1− r(t)4) = 0. [V�1¯ ÷ ø�\
«Ñ�A¡ � �H�ª�!���ZÎ�¡�����ýR��¡��N¼������ZÇ1�������ª���z�ª�<T

(
∂r

∂t

)2

= Cr2 − (1 + r4) [V�*¯ ÷ �\
º»�ª�N¼ C > 2 �s���Q£��s��� ���s�!��¯!&ÿ¢}��¼��2¡N�Z�N���ª�����ª���G�sýx��Ç!�A���N����� (∂r

∂t

)2
= 0, �½�����§���s�¶¢C���Ê¥�¡ �'�����¼����»�N¼��KýR����£����ª��� r(t) ¼A�s�H�D¤�������¤É��¤Ó���s�ª��� rmin Îs�ª�����!	!¢iT

rmin =

√
C −

√
C2 − 4

2
=

√
C/2 + 1

2
−
√
C/2− 1

2
< 1.

�*�ª��£��Kºÿ�å�s� �N��¤�� C = 1
ε4
, ºx�§Î��Z�

rmin =

√
C/2 + 1

2
−
√
C/2− 1

2
=

√
C

2

(
1 +

1

C
− 1 +

1

C
+O

(
1

C2

))
=

1√
C

+O
(

1

C3/2

)
= ε2 +O(ε6).

RQ���������s���Éº»�ª�N¼ Ct ����� Cb, ¡N�Z�N¥>��£����½�����ª¢s@�N¼���¥A��¡ �m�sý���¼���£������Z�����ª�}£Z���!���s����������� M2 × R+

�s��� M2 × R−.

RQ��� �Z�
tε = −ε2 ln εRQ�¹�����Z���A���"��¼��¹¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��_���ª�s�2�sý Ct �s��� Cb �s�xÎ�¡N�s¥�¼��ÿ���"�N¼��¹¼���¡N�ª¬��s�!�´���>¥��©�s���]¡N��� ¥>��£ ¾���½�����½¢�ýR�s¡ t ∈ [tε− ε2 ln 2, tε+ ε2 ln 2] �s��� t ∈ [−tε− ε2 ln 2,−tε+ ε2 ln 2]. RQ�m� ���s¡ �¡�A��������Î��¼���� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���Ê�sý r(t) ýR�s¡ t �ª����¼��§�ª�!�N��¡ �_�s�@�N¥>�Z£��n�����^	>�ZýR��¡ �s¯hRQ�§�������������½�5	�¢ rε(t).

� ÷



� Ú*é$é$ÜQõ¶qn¼Bq-Öoq%s�t`u
ε > 0

~Q�=v�wmw {Q| t }��`y�¯] ¡{Wy v�� {
rε(t) = ε2 cosh

t

ε2
+O(ε6e

t
ε2 )

v | � ∂trε(t) = sinh
t

ε2
+O(ε4e

t
ε2 )

��t`u
t ∈ [0, tε + ε2 ln 2]

¦ � t`u { t`� { uk� � t ∈ [tε − ε2 ln 2, tε + ε2 ln 2] ¯] d{ � { u��m� {
rε(t) = O(ε)

v | � ∂trε = O (ε−1
)
.� ó_ã@ã�ä_q R$�����3�A���p��¼��ÉýR����£Z�N����� v(t) �ª�}�N��£ ¼Q�"ºx�	¢ rε(t) = rε(0) cosh v(t)

�º»�ª�N¼ v(0) = 0�s��� rε(0) �N¼��§¤2�ª���ª¤É��¤ ýR�s¡ rε(t). ²³�H�N�����ª���A�Z�
Cr2ε(0)− (1 + r4ε(0)) = 0,

ýR¡N�s¤ º»¼���£´¼
1 = Cr2ε(0)− r4ε(0).

[V�1¯ ÷ ú�\
°�����ÎsÎ�����Î rε(t) ���I[��*¯ ÷ �\������z���N�ª��Îb[��*¯ ÷ ú�\�*ºx�§¼A�	���

(∂tv)
2 = C − r2ε(0)(1 + cosh2 v(t))

�s���z�������Z¡»��¼��§¼�¢1¥>�s��¼��Z�N�ª�
t

ε2
6 v (t) 6

t

ε2
+ 1

ºx����	��´�����}��¼A��� (∂tv)2 = C + O(ε4e
t
ε2 ) �����G��¼��Z� v(t) =

√
Ct + O(ε6e

t
ε2 ) ¯=R$��¡ ��¤2�s¡NÄ}�¥>���¶����¡ ����¡ �@�N¼A��� t

ε2
6 v(t) 6 t

ε2
+ 1 ¼���������ýR��¡ t ∈ [0, tε + ε2 ln 2]  ε > 0 � ¤"�����������s��Î�¼@¯¡�*����£Z�

rε(0) = rmin = ε2 +O(ε6), ºx��Îs�Z�

rε(t) = rε(0) cosh v(t) = ε2 cosh

(
t

ε2

)
+O(ε6e

t
ε2 ) [V�*¯ ÷ ��\

V]�	º ºx�$�s� �N��¤��G�N¼A��� t ∈ [tε − ε2 ln 2, tε + ε2 ln 2] m��¼��Z� rε(t) = O(ε) ����� ∂trε(t) =

sinh
(
t
ε2

)
+O(ε4e

t
ε2 ) = O(ε−1) ¯

V]�	ºYºx�»£�����¥�¡N�	���H�K����¤�¤2�]��¼A�_�±Î��ª����������¼��»¥��s¡��s¤��Z�N¡N�ª¬����N�ª�����sý>��¼��»¥A�s¡¶�±�sý£����N�����s���pº»¼���� �
¼��Z��Î�¼�� t 	>�Z���s��Î����N�2�p���Z��Î�¼	>����¡N¼��1�1�z�sý tε.� Ú*é$é$Ü õBqD¼BqªõBq�s�t`u

ε > 0 ¯ ~Q�=v�wmw {Q| t }��`y v | � t ∈ [tε − ε2 ln 2, tε + ε2 ln 2] ¯@xmyo{ ~ } uz�3v�� {
Ct

��v | � { ~ {j{Q| t |»xmyo{ v |o|o} w } ~ {reiθ; rε
2

6 r 6 2rε
} v`~ xzyo{$� u�vQ� y t�� xmyo{ � }´| � x �Ht | Wt(r, θ) My �H� y ~<v x �D~ �d{ ~

Wt(r, θ) = ε2 ln
2r

ε2
+OC2,α

b
(ε3), [V�*¯ ÷ ��\

± �m�9�mw�v�u�w ¤ � � t ∈ [−tε−ε2 ln 2,−tε+ε2 ln 2], xmyo{ ~ } uz�3v�� { Cb ��v | � { ~ {j{Q| t | {(r, θ); rε2 6 r 6 2rε
}

v`~ xzyo{�� u�vQ� y t�� xzyo{ � }�| � x �Ht |
Wb(r, θ) = −ε2 ln

2r

ε2
+OC2,α

b
(ε3).

���



� ó_ã@ã�ä_q ü�¼��
�A¡ � ��¡N�Z�N���½�§ýR���ª���	ºë���s� ���½¢ ýR¡N�s¤ �N¼��D¼!¢1¥>�s�N¼���� ���å�s���C��¼����ZÇ!�A�����ª����[��*¯ ÷ ��\�¯pü�¼��
�N�Z£������T�����Ê£��s��	>�Ê�N¼��	º»�k��	��N�Z¡ �1����Î$�N¼A��� Cb ���D��¼�� �ª¤"��Î����sý Ct 	!¢ ��¼�� ¡ �3 A�Z£Z�N�����Yº»�½��¼¡N�Z�N¥>�Z£Z�H���D�N¼�� x3 = 0 ¥����s����¯�²À�Ê����¼��Z¡����Z¡N¤�� Wb(r, θ) = −Wt(r, θ).

ô
ò(� ( û�ö$7 PQ1-+ /$û�7 P<-"P37 ö$1a:CN�LSû�ö$)¡25:Ð)O13/@:¶2 8C/ ö )dök8C25-"/@P34 />-
S1 × [rε, 1]

²À�[�N¼����É�N�Z£Z���ª���\ºx�8º����!�����}� ¼��'º ��¼��8��Å*�ª� ���Z��£Z���sýH¤������ª¤��s�±Î�¡��s¥�¼��p�	����¡É��¼��8¥A�s¡¶�����sý»��¼��
�N��¡ ý-�s£Z��� Ct �s��� Cb [R����� £�¡ �D	>���S�ª�X¥�¡N���*�ª�������N�Z£Z���ª���r\"���3�A����� ��� S1 × [rε, 1] ⊂ M2 �s���
�s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£����"�N¼���¤z¯�RQ��Ä!���	ºë�N¼A���]��¼��ÉÎ�¡���¥�¼��sý��N¼��ÉýR����£Z�N����� u + v ���]¤2�ª���ª¤2����r	>���ª��Î u��¼��§ýR����£Z�N������º»¼���� ��Î�¡���¥�¼z�ª����¼��§£��_������������A�½ý4�s���������ª¢"�ªý v ���»�D� �����*�����s���sý0�N¼��§��Ç!�A���N�����

Hu+v = 0 [V�*¯ ÷ ��\
º»¼���� ����Å*¥�¡ ���N�N�ª���Ê�ª�»Îs�ª���Z�'	!¢·[��*¯���\�¯�ü�¼��§��Å*¥����ª£��½����Å*¥�¡ ���N�N�ª���Ê�sý Luv �ª�

F

(
1√
A
∆0v + ∂r

(
1√
A

)
∂rv −

1

A
3
2

∂ru ∂r (F∂ru) ∂rv − F∂ru ∂r

(
1

A
3
2

∂ru ∂rv

))
, [V�*¯ ÷ ��\

º»¼��Z¡N� F = (1− r2)2,

A = 1 + F |∇u|2 = (C − 2)r2

Cr2 − 1− r4�s���
∂ru = ± 1√

Cr2 − 1− r4
,

�s�§�½�§�ª�§���s� ¢�������	��´�����C���N����Î»[V�1¯ ÷ �\�¯p²³��E �§���N��ýR����������	�� ��¡¶������¼������ ����£Z�pºx�2�s� �N��¤�� C = 1
ε4�s��� rε = ε/2, ºx�§¼A�	�s�§��¼������ýR��¡ r ∈ [rε, 1], A = 1 +O(ε2), ∂ru = O(ε),

∂rA =
(2C − 4)(−r + r5)

(Cr2 − 1− r4)2
= O(ε)

�s���
∂2rru = − (2Cr − 4r3)√

(Cr2 − 1− r4)3
= O(1).

ü0�sÄ!����ÎD�������D�s£�£Z�������H�N¼���� �å�Z� �N��¤2�����Z���ºx�§£��s�z£Z����£��ª�����§�ª��¼����ª������¼A�_�»�N¼��§��¥>��¡N������¡

L̄uv :=
√
A

(
∂r

(
1√
A

)
∂rv −

1

A
3
2

∂ru ∂r (F∂ru) ∂rv − F∂ru ∂r

(
1

A
3
2

∂ru ∂rv

))
=

l1∂rv + l2∂
2
rrv,

[V�*¯û�s��\
��ø



º»¼��Z¡N� l1, l2 = O(ε). ü�¼����zºx��£��s��º»¡N�½��� √ALuv = F
(
∆0v + L̄uv

)
.

RQ��¡N�Z¤"�s¡ Ä ��¼����§ºx��¼A�	���2�s�ª¡N���s��¢}�¶�����������G�N¼���¤2�s¥�¥��ª��Î�¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z����ýx�N¼�����¥>�Z¡������s¡ ∆0
�ª�

�N�Z£Z�N����� �*¯���¯
· �Z� Σu

	>�]��¼��]Î�¡��s¥�¼8��ý@��¼��HýR����£Z�N����� u. ü�¼��Z�8��¼��]Î�¡��s¥�¼8��ýU�åýR����£Z�N����� v �	����¡ Σu
���Í¤2�ª���ª¤2���

�ªý0�s���z�����ª¢8�½ý v �ª�»�D�N�s�����N�������sý���¼��§ýR�s���ª�	º»����Îp�ZÇ1�������ª���
∆0v + L̄uv +

√
AQu(v) = 0. [V�1¯ù� ÷ \

ü�¼A�s��Ä1�"�N�Q��¼��Ê��	��N�Z¡ ���_�����s���"���Y��¼��ÊýR����£������s��� A ����� ur, ºx� £����k£�����£��������Ê��¼A�_� Qu
¼A���	>�����������Y£Z�1�3§�£Z���������D��� [rε, 1].

V]�	º ºÿ�z£Z����� �����Z¡���ýR����£������s� ϕ ∈ C2,α(S1) º»¼��ª£ ¼ ���p�������º»�ª�N¼z¡ ��� ¥>��£Z�H��� θ �£����ª���ª�����s¡x�N� cos(j(k + 1)θ) [RýR��¡ k > 1 ��Å*���o\»�s���z�N��£ ¼z��¼����
‖ϕ‖C2,α 6 κε2. [V�*¯û����\

RQ�����3�A���
wϕ(·, ·) := Hrε,ϕ(·, ·)º»¼��Z¡N�2��¼��2��¥>��¡N������¡ H ¼A�s�>	>�Z���\������¡N�1����£��Z�\�ª�$¥�¡N��¥>��� �ª���ª���$�*¯ ÷ �*¯ ÷ ¯�²À�$��¡N���Z¡���� � ���ª�����N¼����Ç!�A�_�����s�¨[��*¯ù� ÷ \��ºÿ�D���1�sÄzýR�s¡ v �sý±��¼���ýR��¡ ¤ v = wϕ + w º»¼���¡ � w ∈ C2,α(S1 × [rε, 1])

�����
v = ϕ ��� S1 × {rε}. RQ�§£��s�z¡ ��¥�¼�¡N�s�N�§�N¼�����¥�¡ ��	��ª��¤ �s�H�J��Å*���Ê¥>���ª�!�»¥�¡N��	��ª��¤z*��¼A�_�H�ª�

w = S(ϕ,w) [��*¯ù��ø�\
º»¼��Z¡N�§��¼��§���������ª������¡�¤"��¥�¥�����Î S �������Q�A�����^	!¢

S(ϕ,w) := −Grε

(
∆0wϕ + L̄u(wϕ + w) +

√
AQu (wϕ + w)

)
,

º»¼��Z¡N�m��¼��m��¥>�Z¡����N��¡ G ���x���Q�A���Z�z���8¥�¡ ��¥>��� �ª���ª�����*¯���¯û�*¯�ü��p¥�¡ �'���m�N¼��m��Å*���¶���Z��£��§��ý0��� �����*�����s�ýR��¡$[��*¯ù��ø�\ÿºx�§�����Z�z��¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î�¡N�Z�N���½�»º»¼���£´¼Ê�¶�´���N������¼A��� S ���»�p£�������¡N�s£Z�N������¤2�s¥�¥�����Î�¯
� Ú*é$é$ÜQõ¶qg��q-Öoq.� yo{ u {J{�� �D~ x ~Ft`� { �jt | ~ x v |ox ~ cκ > 0

v | � εκ > 0 ¯ ~ } � y'xmy v x
‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 cκε

3 [V�*¯û���\
v | � ¯ ��t`u@v�wmw ε ∈ (0, εk)

‖S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1)‖C2,α 6
1

2
‖w2 − w1‖C2,α

‖S(ϕ2, w)− S(ϕ1, w)‖C2,α 6 cε ‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1)��t`u�v�wmw
w1, w2 ∈ C2,α(S1 × [rε, 1])

~ } � y»xmy v x ‖wi‖C2,α 6 2cκε
4 v | �>��t`u�v�wmwO�Qt }�| ��v�u ¤ ��v x v

ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ C2,α(S1)
~<v x �D~z� ¤ � |�� [��*¯ù�s��\ ¦

���



� ó_ã@ã�ä_q R$�§Ä!���	º ýR¡N��¤ ��¼��§¥�¡N��¥>�s�N�ª�N�������*¯���¯ù�É��¼A�_� ‖Grε(f)‖C2,α 6 c‖f‖C0,α . ü�¼����

‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 c‖L̄uwϕ +
√
AQu (wϕ) ‖C0,α 6

c
(
‖L̄uwϕ‖C0,α + ‖Qu (wϕ) ‖C0,α

)
.

¸]�Z¡N�Kºx��¼��	���§���N�Z�Ê�N¼��Ký-�s£Z����¼���� A = 1 +O(ε2) �s�����N¼A��� wϕ ����¼A��¡N¤�������£�¯
�*��ºx�K���Z�������J�A�����N¼��K�Z� �N��¤2�����Z���sý����s£ ¼�� ��¤�¤"�s���@¯,RQ�K¡ ��£��s���>��¼A�_� ‖ϕ‖C2,α 6 κε ¯�ü�¼A�s��Ä!����D¥�¡ ��¥>���N�½���ª���z�*¯ ÷ �*¯ ÷ ºx�§Î��Z�»�N¼A���

‖wϕ‖C2,α 6 c‖ϕ‖C2,α(S1) 6 cκε
2.

RQ�����N�;[��*¯ù����\ÿýR��¡d����������ÎD�N¼��§���¶����¤2���N�K�sý L̄uwϕ. R$�§��	*�´�s�ª�
‖L̄uwϕ‖C0,α 6 cε‖wϕ‖C2,α 6 cκε

3.

ü�¼������s� �����Z¡N¤ �ª����� �N��¤2�����Z����	��N�Z¡ �1����ÎD��¼A���
‖Qu (wϕ) ‖C0,α 6 c‖wϕ‖2C2,α 6 cκε

4.

°����N�N����Îp�N��Î�����¼��Z¡H�s�����¼����N���Z� �N��¤2�����Z��ºÿ��Î����
‖S(ϕ,wϕ)‖C2,α 6 cκε

3.

«¹��ýR��¡��N¼��§�N�Z£������Ê���¶���ª¤"���N�s*ºx����	��N�Z¡ ���§��¼A���
S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1) = −Grε

(
L̄u(wϕ + w2) +

√
AQu (wϕ + w2)

)
+

Grε

(
L̄u(wϕ + w1) +

√
AQu (wϕ + w1)

)

�s���
‖S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1)‖C2,α 6

c‖L̄u(wϕ + w2)− L̄u(wϕ + w1) +Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1) ‖C0,α =

= c‖L̄u(w2 − w1) +Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1) ‖C0,α 6

6 ‖L̄u(w2 − w1)‖C0,α + ||Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1)||C0,α .RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�»ýR¡ ��¤ ��¼��§£Z����� �����Z¡����N�������»��	>�	���§�ª��ýR�����ª�	º»���N¼A���
‖L̄u(w2 − w1)‖C0,α 6 cε||w2 − w1||C2,α ,

��ú



�s���
||Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1)||C0,α 6 c||w2 − w1||C2,α‖wϕ‖C2,α

6 cκε||w2 − w1||C2,α .

ü�¼��Z�
‖S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1)‖C2,α 6 cε||w2 − w1||C2,α .

ü����N¼��	º ��¼��K�N¼���¡ ����� �N��¤2�����¹ºx�§��	��N�Z¡ ���§��¼A�_�
‖S(ϕ2, w)− S(ϕ1, w)‖C2,α 6

‖L̄u(wϕ2 − wϕ1)‖C0,α + ||Qu (wϕ2 + w)−Qu (wϕ1 + w)||C0,α 6

cε‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1) + ‖w‖C2,α‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1) 6

cε‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1).

p æUÚ!ã�ó_Ú1é õBqm��qªõBqh {Qx � { B := {w ∈ C2,α(S1×[rε, 1]) | ||w||2,α 6 2cκε
4}. � yo{Q|=xmyo{d| t | w¹� |U{ v�u�=vQ���i� |�� S � {z�]|U{ �;v��Qt`� {Wy v`~@v }�| � �<}o{]���´{ ���ot`� |ox v � | B.

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼���¥�¡ �Z�1�������H�ª��¤�¤"�É�N¼��	º»�H�N¼A����A�½ý ε ����£ ¼��s�N���Ê�N¤2�s�ª�@�Z������Îs¼@A�N¼��§�������ª�������s¡�¤"��¥*¾¥��ª��Î S ���H��£�������¡���£Z�N�����z¤"��¥�¥�����ÎDýR¡N�s¤ �N¼��@	A�s�ª�C&%�sý�¡��s���ª��� 2cκε4 ��� C2,α(S1 × [rε, 1])
�ª�!���

�ª�N�N�Z�ªýP¯�ü�¼��ª�]�_�s�����§ýR�����ª�	º»�»ýR¡N�s¤ �N¼��É�Z� �N��¤2��������ý���¼��å����¡ ¤h�sý S(ϕ, 0). ¨ �����N��Ç!���������ª¢z��¼��s��Ä!����.�*£´¼oós������¡5��Å*�Z� ¥>���ª�!����¼��Z��¡N�Z¤Ê S ¼A���]�p�����ªÇ1�����*Å��Z�Ê¥>������� w �ª����¼��ª�5	��s����¯
RQ�"¼A�����"¥�¡ �'���Z�\�N¼��2��Å*���¶���Z��£��8��ý»�Ê¤������ª¤��s���N��¡¶ý-�s£�� St(ϕ), º»¼���£´¼$����£��ª���N�����z��¼��2¥A�s¡¶�É�sý£��_����������� Ct �ª�!�N¡N�1����£Z���p����� ��£Z�N�������*¯��m�s���p£��ª���N�x�N�K�½���M	>���������s¡ ¢É�����¹Î�¡��s¥�¼p�'���Z¡��N¼����s���1�������
B2rε −Brε

�sý���¼��KýR����£Z�N�����

Ūt(r, θ) = ε2 ln
2r

ε2
+Hrε,ϕ(r, θ) + V̄t(r, θ),

º»�ª�N¼ ‖V̄t‖C2,α 6 cε2. ü�¼��]ýR����£Z�N����� V̄t ����¥>�Z���������s�"���ª������¡N�½¢���� ε, ϕ. Ã ��¡ ��¼��Z¡N¤���¡ �H�ª�Í�����N���f�A���
‖V̄ (ε, ϕ)(rε·, ·)− V̄ (ε, ϕ′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε‖ϕ− ϕ′‖C2,α(S1).

[V�*¯û��ú�\
ü�¼��ª�»���¶����¤2���N�mýR���ª���	º»�xýR¡N��¤ �N¼��§���Z¤2¤2�p�*¯��*¯ ÷ ¯
V]�	ºT�ª�Í�ª�Í���s� ¢D�����N¼��	ºT��¼��]��Å*�ª� ���Z��£��¹��ý/�å¤��ª����¤��s���N��¡¶ý-�s£�� Sb(ϕ), º»¼���£´¼"�ª�Í£��ª���N�»�N����¼��]¥��s¡ ��sý4£����N�����s���z�������������b	�¢ Cb ������¡ �1����£��Z�Ê���z� ��£������s���*¯����s���Ê£Z���s�N�§�N�2�½���5	>�������A�s¡ ¢��ª�H��Î�¡N�s¥�¼�'�s��¡»�N¼����s���1������� B2rε − Brε .

R$�§� �´��¡ �H��	��N��¡¶�1����ÎD��¼���� Cb £��s�'	>����	��´�s�ª���Z�'	!¢�¡ �3 A�Z£Z�N�����z�sý
Ct
º»�ª�N¼$¡ ���N¥>�Z£Z�É���z��¼�� x3 = 0 ¥����s���s¯!�*�Êºx�2£����$���3�A��� Sb(ϕ) �s���N¼��2��¤2�sÎ��p�sý St(ϕ) 	�¢��¼���£���¤�¥>���N�½���ª���Ê�sýÍ�8¡ �s�´���N�����^	!¢����C�s��Îs��� π

k+1
��	>�����¹��¼�� x3 �_Å*���m�s�����N¼���¡N�Q A�Z£Z���ª����º»�½��¼

���



¡N�Z�N¥>�Z£Z�]��¼��§¼���¡ ��¬��s�!�´���@¥��©�����s¯Íü�¼����»£ ¼��s��£Z�;[R����¥A�s¡ �N��£Z���©�s¡x�N¼��å�s¥�¥A�s¡N�Z�!�N�ª¢8�������Z£���� �´��¡ ¢z¡N�s���_¾
���ª���r\ÿ�ª�»�ª�����ª�N¥>��������	��ª�m�����s�N� ��¡N�K���p��¼��§� ��¡ ý-�s£Z�§ºÿ���N¼��s���@£Z�����¶��¡N��£Z��	�¢8��¼��§Îs�����ª��Îp¥�¡N�1£��Z����¡ �
���$�N�Z£Z���ª���+�*¯ ÷�÷ 4�N��¼A�	���"��¼��8���s¤��"¥�¡N�s¥>��¡ �N���Z���sý»� ¢1¤�¤2����¡¶¢\���É��¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�
�N��¡ ý-�s£Z�s¯¡�1����� �?	�� ��£Z�N�������1¯��*¯ ÷ ýR��¡�¤���¡N�K�ª��ýR��¡ ¤"�_���½���@¯
²³�H�ª��£������s¡���¼���� Sb(ϕ), �	����¡���¼��å�����1������� B2rε −Brε ,

������¼��§Î�¡��s¥�¼z�sý���¼��KýR����£Z���ª���

Ūb(r, θ) = −Ūt
(
r, θ − π

k + 1

)
.

ô
ò0� ùêú 2ÎLM2ª13ök8�P3/>- �e2d8o0¸2ª25- 8 ú 2�7 25ö$- )dN�L��kö�8�N�LS25:�/@û·öÛ:CN�L�þ
û�ö$)¡2ïP3-

D2×R
0�P�8 ú LS25:W1e25)�8 8C/ 8r0Ð/ 4!P��e2dLS2%-98Î7 2d8¶LMP3)d:

²À� ��¼��ª�¹� ��£����ª��� ºx�Éºx�s�!�¹�N�8� Å�¥�¡N��� �K�N¼��É¤2���s� £���¡¶�����N��¡N� Hhyp
�sý±�"�N��¡ ý-�s£Z����� D2 × R º»�½��¼¡N�Z�N¥>�Z£Z����¼���¤��Z�N¡N��£ ghyp �ª�É���Z¡N¤����sýA��¼���¤2���s��£���¡¶��������¡N� He

�sýA��¼��x���s¤���� ��¡ ý-��£��xº»�ª��¼�¡N�Z�N¥>�Z£Z�
���p��¼����Z��£��ª�������s��¤2����¡ ��£ g0.
RQ��¡ ��£��s�����N¼A����A�½ý x1, x2 ���Z���s���K��¼��§£Z�1��¡N���ª�A���N������� D2 ����� x3 ��¼��§£��1��¡ �����A�_���K��� R, ��¼��Z�

ghyp =
dx21 + dx22

F
+ dx23,

º»¼���¡ � F =
(
1− x21 − x22

)2
=
(
1− r2

)2

�s���
g0 = dx21 + dx22 + dx23.²³ý Nhyp

�����������Z����¼��K����¡N¤2�s�>����£����s¡����D���N��¡ ý-�s£Z� Σ º»�½��¼�¡N�Z�N¥>��£��H�N����¼��K¤��Z�N¡N�ª£ ghyp, �N¼������ª�N�¤����s��£���¡ �����N��¡N�Kº»�ª��¼�¡N�Z�N¥>�Z£Z�]�N¼��§���s¤��K¤2����¡N�ª£m����Î��½�����'	�¢
Hhyp(Σ) := −

1

2
��¡N�s£�� (X → [∇̄XNhyp]

T
)
,

º»¼��Z¡N� [·]T �������s�N�����N¼��z¥�¡ �_� ��£Z�N����� ��� ��¼������s��Î��Z�!�=	����	���� TΣ �s��� ∇̄ �ª�p��¼��z¡N�ª��¤2�s�������s�£��s������£����ª���z¡ ���������½���¹��� ghyp. ü�¼��§¤2���s��£Z��¡ ���_����¡ ����ý Σ º»�½��¼�¡ ���N¥>�Z£Z� g0, �������s���Z�^	�¢ He(Σ),����Îs�ª�����!	!¢
He(Σ) := −

1

2
��¡N�s£�� (X → [∇XNe]

T
)
,

º»¼��Z¡N� Ne
���Z���s���Z�H�N¼������s¡N¤2�s�����Z£Z���s¡»��� Σ º»�ª�N¼z¡N�Z�N¥>�Z£Z�]���D�N¼���¤��Z�N¡N�ª£ g0 �s��� ∇ ������¼��k ����¡N�ª��¤2�s����������£���������£����ª���@¯

ü�¼�� ¨ ¼�¡N���¶���sþ���@� ¢1¤J	>���ª�� Γkij, ���N�N�1£Z�©�_�������N�D�N¼��§¤2����¡N�ª£ ghyp ��������s���ª�N¼z� Å�£Z��¥*�

Γ1
11 = Γ2

21 = Γ2
12 = −Γ1

22 =
2x1√
F
,

���



Γ1
12 = Γ2

22 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
2x2√
F
.

· �Z� ∂1 = ∂
∂x1
, ∂2 = ∂

∂x2
, ∂3 = ∂

∂x3

	>���N¼��p�Z����¤��Z�!���m�sýÿ��	A�s� ���m�sý±�N¼����´����Î��Z�!�K�N¥A�s£Z�s¯>V]�	º§
�ªý X =

∑
iX

i∂i
�s��� Y =

∑
j Y

j∂j
�s¡ �2�Àºx� ���s��Î��Z�!�É���Z£Z�N��¡>�A�Z�����Z4��¼��"� Å�¥�¡N��� �N�����[��ý���¼��

£��	���s¡ �©�s���»���Z¡N�½�������½���K��� (D2 × R, ghyp) �ª��Î��ª�s���'	�¢

∇̄XY =
∑

k

(
X(Y k) +

∑

i,j

X iY jΓkij

)
∂k.

²³�H�ª��£������s¡���¼����
∇̄XY = ∇XY +

2∑

k=1

∑

i,j

X iY jΓkij∂k.
[V�*¯û����\

RQ��� ��¥�¥>��� ���N¼A��� Nhyp = (N 1, N2, N3).
Ã ¡ ��¤Û[��*¯û����\ÿºÿ��Î����»��¼��§¡ ���������ª���

∇̄XNhyp = ∇XNhyp +
2∑

k=1

2∑

i,j=1

X iN jΓkij∂k.
[V�*¯û����\

RQ�±�¶�´�s¡¶�U�����s�ª�A�����ª��Îx��¼����N��¡ ¤ ∇XNhyp.
RQ�±��	��N�Z¡ ������¼A�_�/�N¼�������¡N¤2�s�_����£����s¡ Ne = (N1, N2, N3)��� Σ º»�½��¼�¡N�Z�N¥>��£��]�N¼��§¤2����¡ ��£ g0 ���1���H���s�H£Z������£������mº»�ª��¼ Nhyp.

&x���H�½�»�ª��£��ª���s¡���¼����
Nhyp = (N 1, N2, N3) = (

√
FN1,

√
FN2, N3).

RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�

∇XNhyp =
3∑

k=1

X(Nk)∂k = X(
√
FN1)∂1 +X(

√
FN2)∂2 +X(N3)∂3.

RQ��£��s��º»¡N�½��� X(
√
FNk) = (1− r2)X(Nk)−X(r2)Nk,

ýR��¡ k = 1, 2. �*����£Z�
X(Nk) =

∑

l

Xl∂xlNk
����� X(r2) = 2x1X1 + 2x2X2,

�ª��¼����ª������¼A�_�

X(
√
FNk) = X(Nk)− (2x1X1 + 2x2X2)Nk − r2

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
,

ýR��¡ k = 1, 2. RQ�§£��s�z£Z����£Z�������K��¼���� ∇XNhyp =
∑

kX(Nk)∂k
����Î��½�����!	!¢

3∑

k=1

X(Nk)∂k − (2x1X1 + 2x2X2)
2∑

k=1

Nk∂k − r2
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k.

���



²À��� ��¡ �N����Îp��¼��ª�»�ZÇ!�A�s���½�P¢"���I[��*¯û����\������z��	�� ��¡ �1�ª��ÎD��¼A�_� ∑3
k=1X(Nk)∂k = ∇XNe,

ºx����	��´�s�ª�

∇XNhyp = ∇XNe − (2x1X1 + 2x2X2)
2∑

k=1

Nk∂k − r2
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k.

µ»��¥����s£��ª��Î���¼��ª��¡ ���N���ª�å�ª�!�N�»[V�1¯ù����\¹ºx�=�����Q��¼�����Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���$�sý ∇̄XNhyp
ºx�2� ¼A�s�ª��£������ �����Z¡§���

£��s¤2¥��*���K�N¼��K��¡N�s£���¯hR$�Kº»�ª���@�s� �N��¤�� X �N�=	>���p���Z£Z�N��¡5�A�Z�����´�s��Î������»��� Σ.
∇XNe − (2x1X1 + 2x2X2)

2∑

k=1

Nk∂k − r2
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k +

2∑

k=1

2∑

i,j=1

X iN jΓkij∂k.

[V�*¯û�s��\

RQ�H� ���s¡ �Í�¶������¢1�ª��Î��N¼��H� ��£��s���"�N��¤�¤2�s���@¯ (2x1X1 + 2x2X2)
∑2

k=1Nk∂k
�����N¼��»���Z£Z�N��¡±º»¼���� �

£��s¤2¥>������������º»�ª�N¼z¡N�Z�N¥>�Z£Z�H��¼���	A�s� ��� (∂1, ∂2, ∂3) ��¡N�§Îs�ª���Z�'	!¢



2x1N1 2x2N1 0
2x1N2 2x2N2 0

0 0 0





X1

X2

X3


 .

�*���N¼�����¡N�s£�����ý1��¼��±¤2�s¥�¥�����Î ∑3
i=1Xi∂i →

[
(2x1X1 + 2x2X2)

∑2
k=1Nk∂k

]T ��Ç!�A�s�ª� 2O(x1N1+
x2N2).

ü�¼���£Z��¤�¥>�����Z�!���»�sý���¼��K���Z£Z�N��¡
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k

º»�ª�N¼z¡ ��� ¥>��£Z�H��¼���	��s�N�ª� (∂1, ∂2, ∂3) �s¡N�KÎ��ª���Z�'	�¢


∂x1N1 ∂x2N1 ∂x3N1

∂x1N2 ∂x2N2 ∂x3N2

0 0 0





X1

X2

X3


 .

�*�D�N¼��K��¡N�s£��§��ý0��¼���¤2�s¥�¥�����Î
3∑

i=1

Xi∂i → r2

[
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k

]T

��Ç!�A����� O (r2 (∂x1N1 + ∂x2N2)) .

���



«¹�±ýR��¡���¼��H���s� �±�N��¡N¤~�sý�[V�*¯û�s��\´!ºx�]£��s�2� �´�_���»��¼A�_� ∑2
k=1

∑
i,j X

iN jΓkij∂k
������¼��»���Z£Z���s¡Íº»¼���� �

£��s¤2¥>������������º»�ª�N¼z¡N�Z�N¥>�Z£Z�H��¼���	A�s� ��� (∂1, ∂2, ∂3) ��¡N�§Îs�ª���Z�'	!¢



2x1N1
√
F

+ 2x2N2
√
F

2x2N1
√
F
− 2x1N2

√
F

0

−2x2N1
√
F

+ 2x1N2
√
F

2x1N1
√
F

+ 2x2N2
√
F

0

0 0 0






X1

X2

X3


 . [V�*¯û����\

ü0�sÄ!����Îå�ª�!���å�s£Z£��������ÿ��¼��]�ZÇ1���s���½���ª��� N1 =
√
FN1

�s��� N2 =
√
FN2

�½�ÿ���s� ¢D���å£Z����£��ª�����H��¼����
��¼��§�N¡��s£Z�§�sý���¼��§¤2�s¥�¥��ª��Î

∑

i

Xi∂i →
[

2∑

k=1

∑

i,j

X iN jΓkij∂k

]T

��Ç!�A����� 4O ((x1N1 + x2N2)) .
Ã ¡N��¤ ��¼��ÿ���Q�A���ª�N�������sý���¼��ÿ¤����s�å£���¡¶�����N��¡N�Z���½�0�ª�����s�¶¢����]��	����s���

��¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¡ ���������ª���@¯

Hhyp(Σ) = He(Σ)−O(x1N1 + x2N2) +
r2

2
O (∂x1N1 + ∂x2N2) .

[V�*¯ ø���\
RQ��¼��	���§¥�¡N�	�����z�N¼��KýR�����ª�	º»�ª��Î�¡N��� ���ª�
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØQõ¶q&%Bq-ÖoqO {Qx S � { v$~ } um�3v�� { � | D2×R {Q| ��t  ¡{ �   � xzy
xzyo{ � {Qx uQ�H� ghyp. �z� Hhyp(·)� {Q| t x�{ ~ xmyo{ � { v | � } u��`v x�} u {�  � xzy u { ~�� { � xMx t xmyo{ � {Qx u��H� ghyp, He(·)

v | � (N1, N2, N3)
� {Q| t x�{u { ~�� { � x �m� { w ¤
xzyo{ � { v | � } uQ�`v x�} u { v | � xzyo{�| t`uQ�=v�wU� { � x t`u x t S   � xzy u { ~�� { � x]x t g0, xmyo{Q|

Hhyp(S) = He(S)−O(x1N1 + x2N2) +
r2

2
O (∂x1N1 + ∂x2N2) ,

[V�*¯ ø ÷ \
 Myo{ u { x1, x2 v�u {$xmyo{ ��v�u x�{ ~Q��v | �jtFt`u���� | v x�{ ~Jt | D2 v | � r2 = x21 + x22

¦
ô
ò0� ( :C)dö$1Q254 ýê/>:B8�öWþoÿÛ/��·7 ö@-;þ�� 2ª2d+;:Ø8,+k1e2 :CN�LSû�ö$)¡2
²À� ��¼��ª�¹�N�Z£Z�N����� ºx�É�N¼A�s�ª������� £�¡ �D	>�É��¼���� ��¡ ý-��£�����	*�´�s�ª�����b	!¢Ê�N£��s�ª����Î2�sý��N¼�� ¨ ��� �´�'¾P¸H�sþ�¤2�s���1¾
�Ê�Z��Ä!�"�N��¡¶ý-�s£��z�sý¹Î����!��� k > 1, Mk,

[R�N��� ¨ ¯ ¨ ��� ���¨Xû�`Z�WX ø�ZH�s����Áå¯Í¸]�sþ¤"���Y�s���©Rñ¯Í¸å¯
�Ê�Z��Ä!�;X ÷ úlZ��X ÷ �`Zm\m�����Cºÿ�D�N¼A�����4� ������¢���¼��p¤2�s¥�¥��ª��Î8¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª���K�sýÍ�ª��� Æ �s£Z��	�����¥>�Z¡����N��¡�¯@RQ�
���Z���s���W	�¢ Mk,ε

��¼��¹��¤2�sÎ��H�sý Mk
	�¢8�s�8¼���¤��s�N¼��Z�À¢2��ý�¥��s¡��s¤�������¡ ε2. R$�¹�N¼A�s�ª�����A�s¥��x�N������¡�N�½���A�_�����s�$�N��¤��"�sý»�N¼����s�A���ª¢!���ª£��s�����1���ª�É��� ��� ����X ÷�÷ Zÿ�����N¼��	º ��¼��8��Å*�ª� ���Z��£Z���sýH� ý-��¤2�ª�½¢C�sý

¤������ª¤��s�/� ��¡ ý-��£����¹£��ª���N���N� Mk
º»�ª�N¼ �����å¥��©���A�s¡H�Z���}�s���Ê�Pºx�"� ����Îs¼!���½¢"	>�Z�!�m£������Z�����ª�A�s�U�������	!¢��s�Ê����Î���� ξ ∈ (−ξ0, ξ0), ξ0 > 0 �����Ê� ¤"�����������s��Î�¼@¯]RQ���������s�N�å�s�z�Z����¤��Z�!�H��ý0��¼��ª��ý-��¤2�ª�½¢	!¢ Mk(ξ),

��¼��Z� Mk(ξ)|ξ=0 =Mk.

�s�



_�69��6:5 abT!L� ¡B7@"UyE¢QR£cB.p�MgE7G?QR¤¥LWLe¦?@o@�wPDyj4E7SdL76
RQ�}� ���s¡ �"	!¢�Î��ª�1�ª��Î[��	�¡ ���Zý§����� £�¡N�ª¥����ª���T�sý§��¼��}�N��¡¶ý-�s£�� Mk.

«]ý����Z¡�� ���ª����	��ª��¡ �s�´�_�����s�T�s���
��¡N�s��� �©���N������ Mk

���_� �	¢1�»��¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î�¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z��¯
÷ ¯»²³�]¼A�s�]�s���å¥����s�A�s¡»�Z��� Em �s�¶¢1¤2¥��N�s���ª£§�N����¼�� x3 = 0 ¥����s����>�s�������s¥ �Z��� Et ����� �����	>���N����¤ ����� Eb ��¼A���]�s¡ ��¡N�Z�N¥>��£����½�����½¢Ê�s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£K���D��¼�����¥�¥>��¡]�Z���������z���D��¼����ª�'ºx�Z¡�Z�����sý��É£������Z�������2º»�ª��¼ x3 ¾P�_Å*�ª�x��ýU¡N�Z�s�������N������¯�ü�¼��K¥��©�s�A��¡ÿ����� Em �ª�x�ª�1£����N����	>���Pºÿ���Z��N¼��K�Pºÿ��£����N�����s���A���@�������Z¯
�*¯»²³�ÿ�ª�Í�ª�!����¡N�©���!�±��������¡Í��¼��¹�s£����ª�����sý���¼��]¡ �s�´���N�����D�sý/����Î��ª� 2π

k+1
��	>�����±��¼�� x3 ¾P�'Å��ª��!��������¡�N¼�����£Z���ª���Ê�sý���¼��É� ¢1¤�¤2����¡¶¢�º»�ª��¼Ê¡N��� ¥>��£��m���2��¼�� x2 = 0 ¥��©�s���É�s��� ��������¡]��¼��É�s£Z�N�������ý±�N¼���£���¤�¥>��� �ª���ª���Ê�sýÍ�8¡ �s�´���N���s� �sýÍ�s��Î��ª� π

k+1
��	>���*�m�N¼�� x3 ¾P�'Å*���m�s������¼����¶¢*¤�¤��Z�N¡ ¢º»�½��¼�¡N�Z�N¥>��£��]�N�D�N¼�� x3 = 0 ¥����s���s¯

ø�¯»²³�¹�ª�!���Z¡N� ��£Z�N�¹�N¼�� x3 = 0 ¥��©�����å�ª� k + 1 � �N¡��s�ªÎ�¼��]����������Aº»¼���£´¼��ª�!�N��¡N� ��£��¹��¼���¤��N���½�����m����N¼�����¡ ��Î��ª�Qº»�½��¼ �s��Îs�����É��Ç!�A�s�x�N� π
k+1

. ü�¼����ª�!���Z¡N� ��£Z�N�����\�sý Mk
º»�ª��¼\�N¼���¥��©�s��� x3 =

const (6= 0) ���É�Ê�N�ª��Î��ª� Æ ��¡N�A���\£Z��¡ ����¯�ü�¼��8�ª�!���Z¡N� ��£Z�N�����$��ý Mk
º»�ª��¼Q�N¼��"��¥�¥>�Z¡�¼��s�ªý

� ¥A�s£Z� x3 > 0 [-¡ ���N¥�¯kº»�½��¼+��¼��Ê�ª�'ºx�Z¡�¼��s�ªý¹� ¥A�s£�� x3 < 0 \p���p���s¥>������Îs�ª£��s�½�½¢[�����s¥>��������1���ª����¯
RQ�§�������s���Kº»�ª�N¼ Xi,

º»�ª�N¼ i = t, b,m, �N¼��§¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�8�sý���¼��§�Z��� Ei �s����º»�ª��¼ Xi,ε
��¼��

¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s���sý���¼���£Z��¡N¡ ��� ¥>�������ª��Î������ Ei,ε �sý Mk,ε.

V]�	ºWºx��Î��ª���������1£��s�/���Z�N£Z¡N��¥*�����s�Ê�sý4�N¼����N��¡ ý-��£�� Mk,ε
������¡]�½���»�������m�����Êºÿ�å������¡N�1����£���£Z�1��¡¶¾

���ª�A�����Z���N¼A����ºx��� ¼A�s�ª�@���N��¯
p æUÚ ê4ßRÜAØUÜ�ó8Ú1Ø�Ù�q ü�¼���¥��©���A�s¡������ Em,ε ��ý0��¼��§�N��¡ ý-��£�� Mk,ε

£��s�'	>�§¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��Z�!	!¢

Xm,ε(x) :=

(
ε2x

|x|2 , ε
2um(x)

)
∈ R3, [V�*¯ ø���\

º»¼��Z¡N� x ∈ B̄ρ0(0)−{0} ⊂ R2. ¸]�Z¡N� ρ0 > 0 �ª�M��Å*�����N¤2�s�ª�*��������Î�¼@¯4ü�¼���ýR����£Z�N����� um �����N�����������¼���¤������ª¤2�s�� ��¡ ý-��£����ZÇ!�A�����ª����º»¼���£´¼z¼A�s����¼��KýR�s���ª�'º»�ª��Î�ýR��¡ ¤

2Hu =
|x|4
ε2

div

( ∇u
(1 + |x|4 |∇u|2)1/2

)
= 0. [V�*¯ ø�ø�\

²³�å£����»	>���N¼��	º»�³[R�N�Z��X ÷�÷ Zm\¹��¼A���§��¼��DýR����£����ª��� um £��s�I	>�2� Å1�����������[�����N¼�����¡N�ªÎ��ª�C£��������ª�1�*¾����� �ª¢����N�ª��Î!RQ���ª��¡ � ��¡N�s�N��¡ ��¥�¡ ���N�Z�!�������ª���@¯�²À�G¥A�s¡ �N��£Z���©��¡¹ºx��£��s�Q¥�¡ �'���p��¼A��� um ∈ C2,α(B̄ρ0)�s��� um = OC2,α
b

(|x|k+1), º»¼��Z¡N�§��¼��§� Å�¥�¡N��� �N����� OCn,αb
(g) ���Z���s���Z�]�pýR����£����ª������¼A������N��Î�����¼��Z¡º»�ª�N¼z�ª�N��¥A�s¡ �N�©�s�����Z¡N�½�������½�����»�sý4�s¡N���Z¡H�ª��� �»�N¼A�s�z��¡»�ZÇ!�A�s�/�N� n+ α ���ª	>�����������^	!¢��D£������ �´���!����ª¤2�Z� g. Ã ��¡ ��¼���¡N¤���¡ �s*�´�sÄ!�ª��ÎD�ª�!�N�D�s£�£Z�������»��¼��K� ¢1¤�¤2����¡N�ª�����sý���¼��§�N��¡ ý-�s£Z�sA�ª���ª��¥>�s�N�N�n	����¹���

� ÷



�N¼��'ºÓ��¼��2ýR����£Z���ª��� um, ���$¥>���©��¡å£Z�1��¡N�����A���N���Z�¼A�s�å���b	>�8£Z�����ª�ª�����s¡§��� cos(j(k + 1)θ), º»�½��¼
j > 1 �s���z�1���@¯
²³ýmºÿ� �ª�������s¡ �ª¬����ª� u = 0 ��¼��z�������ª�������s¡D�ZÇ!�A�����ª����[V�*¯ ø�ø�\�ºx�Ê��	��´�s�ª� ��¼��Ê� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���k�sýK���
��¥>�Z¡����N��¡Íº»¼��ª£´¼8���Z1��¥"���É�å¤p���ª���ª¥��ª�ª£������½���=	�¢ ε4, �N¼�� Æ �s£Z��	��>��¥>�Z¡����N��¡x��	>�s���ÿ��¼��¹¥����s����1�N¼A������ LR2 = |x|4∆0.

ü��=	�§¤���¡N�m¥�¡N�Z£���� �s���¼��§�ª�������s¡N�ª¬������½���8�sýª[��*¯ ø�ø�\xÎ��½�����

Lu v =
|x|4
ε2

div

(
∇v√

1 + |x|4|∇u|2
− |x|4∇u ∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3

)
. [V�*¯ ø��\

RQ�"�N¼A�����ÍÎs�ª������¼��"��Å*¥�¡ ���N�N�ª���[��ý Hu+v,
�N¼��"¤2���s�$£Z��¡ ���_����¡ �8�sý���¼��2Î�¡���¥�¼\��ý��N¼��2ýR����£����ª���

u+ v, �ª���N��¡ ¤2���sý0�N¼��§¤����s��£���¡¶�����N��¡N����ý Σu,
��¼A�_�H�ª� Hu.

¸]�Z¡N�Kºx��� ¼A�s�ª�@�N¼��	º ��¼A���

2Hu+v = 2Hu + Luv +
|x|4
ε2

Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v), [V�*¯ ø�ú�\
º»¼��Z¡N� Qu

�N�����ª���A�Z�
Qu(0, 0) = ∇Q′

u(0, 0).ü����N¼��	ºØ[V�*¯ ø�ú�\ �ºx�§� ���s¡ �»��	��N�Z¡ �1����ÎD��¼A���<T
1√

1 + |x|4|∇(u+ v)|2
=

1√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4 ∇u · ∇v√
(1 + |x|4|∇u|2)3

+Qu,1(v)
[V�*¯ ø���\

º»¼��Z¡N�å��¼��åýR����£Z�N����� Qu,1
�������ª���A�Z� Qu,1(0) = ∇Qu,1(0) = 0. ü�¼��É¥�¡ �1�sý��sý��N¼A���]���»���Z¡ ¢Ê£Z����� ����É�N¼��m�����¹�N¼A�����s¥�¥>���s¡N�����"�N��£����ª���z�*¯ ø�T��½��E �x����£Z���N����¡ ¢8�����ª¢D����¡N�Z¥��©��£�� F 	!¢ |x|4. �*��ºÿ�K£��s���¤��ª���N�s¤2�K���Z���s���ª��¯]�*�Z£��������ª¢8ºx�§��	�� ��¡ ���§��¼���� 2Hu+v

����Î��½�����!	!¢
|x|4
ε2

div

(
∇(u+ v)√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇(u+ v)
∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3
+∇(u+ v)Qu,1(v)

)
=

2Hu+
|x|4
ε2

div

(
∇v√

1 + |x|4|∇u|2
− |x|4∇u ∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3

)
+
|x|4
ε2

Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v).

Ã ¡N�s¤ ��¼��ª���ª��ýR�����ª�	º»���N¼��Kº��s�����Z�Ê��Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���@¯
�*�ª��£��Kºÿ�å�s� �N��¤��K��¼A�_� Σu

���»�D¤�������¤��s�� ��¡ ý-�s£Z�s�ºx��� ¼A�s�ª�@£������N������¡ Hu = 0.

Ã ���ª���	º»�ª��ÎÉº»¼A���»ºÿ��¼A���������s���§����� ��£Z�N����� �1¯���¡N�Z¥��©��£�����Î F 	�¢ |x|4 ºÿ��Î�����T
|x|4
ε2

(
∆0v +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
L̄uv +Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v)

))
= 0, [V�*¯ ø���\

���



º»¼��Z¡N� L̄uv ���U��� ��£��s���å��¡N���Z¡U�ª�������s¡@�s¥>��¡��_����¡@º»�½��¼§��¥>�Z¡������s¡@º»�ª�N¼�£Z�1�3§�£��ª���������ª� OC2,α
b

(|x|k+1).

²³�¹���]�ª¤2¥>�s¡ �´���!�»�N�"¡N��¤2�s¡ Ä���¼����¹�ªý4��¼��åýR����£����ª��� v �����N���������]���"�ZÇ!�A�����ª����[V�*¯ ø���\�º»�½��¼ u = um��¼����}��¼��pÎs¡��s¥�¼}�sý±�N¼���ýR����£����ª��� ε2(um + v) �ª�m¤2�ª���ª¤2����¯�V]�	ºëºx�D�s¡N���������Z¡N���¶���Z�G�ª���A��������Î��¼��Ê�ZÇ!�A�����ª���+º»¼���£´¼k�}ýR����£������s� w ¤����¶�2�N�����ª� ý�¢[���+� ��£ ¼k�Cºx�	¢[��¼��Ê� ��¡ ý-��£��Ê¥A��¡��s¤��Z�N¡N�ª¬����	!¢ Xm,ε + we3,
�N¼A�������K�N¼���Î�¡���¥�¼Q��ý w ��	�s�����N¼���¤���������������� Em,ε, ���§¤�������¤��s�-¯Dü�¼A���å�ª���Ç!���½���s�ª�������N��¡N�ZÇ1����¡N�2��¼A�_�É��¼��8Îs¡��s¥�¼[��ý ε2um + w ���å¤2�ª���ª¤2����¯Êü�¼��Z�[ºx�8£��s�[��	����s���Q�N¼��º����!���Z�Ê��Ç!�A�_�����s�'	!¢�¡ ��¥����s£Z����Î v 	!¢ w/ε2 ���I[��*¯ ø���\ ¯��*�Dºx�§Î����

|x|4
ε2

(
1

ε2
∆0w +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
1

ε2
L̄uw +Qu

( |x|2
ε2
∇w, |x|

2

ε2
∇2w

)))
= 0. [V�*¯ ø���\

RQ��£��s��º»¡N�½���K�ª�������N¼��KýR�����ª�	º»�ª��ÎÉº��	¢
|x|4
ε4

(
∆0w +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
L̄uw + ε2Qu

( |x|2
ε2
∇w, |x|

2

ε2
∇2w

)))
= 0. [V�*¯ ø���\

ü�¼��ª�»������¼��§¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-��£����H�ZÇ1�������ª����ºÿ���N¼��s���@���N���ª��ýR�����ª�	º»�ª��Îp� ��£������s����¯
p æUÚQô�Ü�á	Ú1Ø�ã>à-Ù�Ü�ß»Ú*Ø�Ù�è ¯WRQ���������s�N�J	!¢ Xc

��¼��É¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�Ê�sý��N¼����¶�´�s���A�s¡N��£����N�����s���
C º»¼���� �å�_Å*�����sý4¡ �Z�����ª�����ª����������¼�� x3 ¾À�_Å*���Z¯�²³���»��Å*¥�¡ ��� �N�����Ê�ª�

Xc(s, θ) := (cosh s cos θ, cosh s sin θ, s) ∈ R3

º»¼��Z¡N� (s, θ) ∈ R× S1. ü�¼��§�����ª������¡N¤2�s�����£�����¡ª�A���ª�Ê��	>�s��� C �ª��Î��ª���Z�'	!¢
nc(s, θ) :=

1

cosh s
(cos θ, sin θ,− sinh s).

ü�¼��»£������Z�����ª� C ¤2�	¢>	>�����ª�1�ª�����p�����Pºÿ��¥����Z£����Z!������������� C±
�º»¼���£´¼2�s¡ �����Q�A�����"�����N¼�����¤2�sÎ��	!¢ Xc

��ý (R± × S1) ¯ Ã ��¡m���!¢ ε > 0 �ºx�����3�A���p�N¼���£����N�����s��� Cε �s�¹�N¼�����¤2�sÎ����sý C 	!¢��s�
¼���¤��s�N¼��Z�À¢"�sý�¥A�s¡���¤2������¡ ε2. RQ�§�������s�N�Kº»�½��¼ Xc,ε := ε2Xc

�½����¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������½���@¯hÔ¹ý0£Z����¡ �N�s	!¢8�N¼������N¡��s���¶ýR��¡N¤2���N���s�@1��� C±,
£���¡ ¡N��� ¥>�����z�Àºx���N��¡ ý-�s£Z���H�������s���Z� Cε,±.

®]¥����K� ��¤��������������½���@_ºx��£��s�����N�N��¤2�x��¼A���4��¼��x�Pºÿ�§�Z����� Et,ε �s��� Eb,ε ��ý Mk,ε
�s¡ ���s� ¢1¤�¥����s�N��£

��� �N��¤��2��¡N�s���N�������Z�\£Z��¥!¢Q�sý���¼��"£����N�����s���\¥A��¡��s¤��Z�N¡N�ª¬����»	�¢ Xc,ε
�ª�$�N¼��"���Z¡ �N��£����ÿ����¡ ��£������s�@¯

ü�¼��Z¡N�ZýR�s¡N�s Et,ε �s��� Eb,ε £��s�'	>�§¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��Z�@�¡N��� ¥>��£����ª���Z�ª¢sr	!¢
Xt,ε := Xc,ε + wt nc + σt,ε e3

[V�*¯�����\
ýR��¡ (s, θ) ∈ (s0,∞)× S1 

Xb,ε := Xc,ε − wb nc − σb,ε e3
[V�*¯�� ÷ \

ýR��¡ (s, θ) ∈ (−∞,−s0)× S1 Aº»¼��Z¡N� σt,ε, σb,ε ∈ R, ýR����£������s��� wt, wb ������� � Å�¥>�s���������©�����ª¢"ý-��� ���� 0 �s� s Î��1�Z�H�N� ∞ ¡N�Q A�Z£Z���ª��Î���¼��§ý-�s£Z�H�N¼A���»��¼����������¹�s¡ �å�s� ¢1¤�¥����s�N��£K�N�"��£����N�����s���A���U�Z���@¯
�sø



Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N��0�´�sÄ!����Î ������� �s£�£Z�������É��¼��"�¶¢*¤�¤��Z��¡ ���Z�å�sý��N¼��"� ��¡ ý-�s£Z�s��ª�å���å���s� ¢G��� �N¼��'ºÓ��¼��
ýR����£����ª����� wt, wb, ���8�N��¡ ¤2���sýU��¼�� (s, θ) £Z�1��¡N���ª�A���N�����¼A�����K�N�
	>�K£Z�����ª�ª������¡ÿ�N� cos(j(k + 1)θ),º»�ª�N¼ j ∈ N �s����¤����¶�±�����N��� ý�¢ wb(s, θ) = −wt(−s, θ− π

k+1
).
Ã ��¡ �N¼���¡ ¤2�s¡N��ºÿ�H¼��	��� σt,ε = σb,ε.

²À�}�N��£����ª���Gø"�sý�X ø��`Z��ª�m�ª�mÎs�ª���Z����¼�����Å*¥�¡ ���N�N�ª���C�sý±�N¼��p¤����s�}£Z��¡ ���_����¡ �D�s¥>��¡��_����¡m��	>�����m�sýÿ�
�N��¡ ý-�s£Z�H£����s�N�����å�§� £��s�ª����� �´�����A�s¡ �2£��_�����������@¯SRQ�H£����"�s�A��¥��±��¼����±¡ ���N���ª�±���§����¡±�N�½���A�_�����s�@¯�RQ�
��	����s���2�N¼A���x�N¼��m� ��¡ ý-�s£Z�m¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��Z��	�¢ Xc,ε+w nc

���ÿ¤2�ª���ª¤2�����ªýU�����������ª¢��ªý@��¼��¹ýR����£����ª���
w ���_���ª���A�Z�»��¼���¤��ª���ª¤2����� ��¡ ý-��£����ZÇ!�A�����ª��� Hw = 0, º»¼���¡N�

Hw = − 1

ε4
LCw +

1

ε2 cosh2 s
Q2,ε

(
w

ε2 cosh s
,
∇w

ε2 cosh s
,
∇2w

ε2 cosh s

)
+

1

ε2 cosh s
Q3,ε

(
w

ε2 cosh s
,
∇w

ε2 cosh s
,
∇2w

ε2 cosh s

)
. [V�*¯��!��\

¸]�Z¡N� LC
�ª���N¼�� Æ �s£���	��/��¥>�Z¡����N��¡»��	>��������¼��§£������Z�����ª�@���¼A���»���

LCw =
1

cosh2 s

(
∂2ssw + ∂2θθw +

2w

cosh2 s

)

�s��� Q2,ε
�s��� Q3,ε

��¡N�Ê�ª�������s¡D�N�Z£������k��¡N����¡2���½þ��Z¡N���������s�»�s¥>��¡��_����¡ ��º»¼���£´¼k�s¡N�^	>�����������k�ª�
Ck(R× S1) ýR��¡»����� k ������ªýR�s¡N¤��½¢"�ª� ε ¯�ü�¼��Z¢��N�����ª� ý�¢

Q2,ε(0, 0, 0) = Q3,ε(0, 0, 0) = 0 �s��� ∇Q2,ε(0, 0, 0) = ∇Q3,ε(0, 0, 0) = 0, [��*¯���ø�\
∇2Q3,ε(0, 0, 0) = 0. [��*¯����\

RQ��� ¼A�s�ª��º»¡N�½���mýR��¡��N¼��s¡ �
Qε(wΦ) =

1

ε2 cosh2 s
Q2,ε

(
wΦ

ε2 cosh s
,
∇wΦ

ε2 cosh s
,
∇2wΦ

ε2 cosh s

)
+

1

ε2 cosh s
Q3,ε

(
wΦ

ε2 cosh s
,
∇wΦ

ε2 cosh s
,
∇2wΦ

ε2 cosh s

)
. [V�*¯��!ú�\

Ã ��¡»����� ρ < ρ0
�s��� s > s0

�ºx�§���3�����
Mk,ε(s, ρ) :=Mk,ε −

[
Xt,ε((s,∞)× S1) ∪Xb,ε((−∞,−s)× S1) ∪Xm,ε(Bρ(0))

]
. [V�*¯�����\

ü�¼��ÿ¥A��¡��s¤��Z�N¡N��¬����N�ª�����/�sý*��¼��±��¼�¡ ���ÿ�Z�����0�sý Mk,ε
�ª������£Z�x�»����£Z��¤2¥>�s�N�ª�N�����§�sý Mk,ε

�ª�!�N�H�N�ª��Î�¼����½¢
�'�s��¡N���s¥�¥��ª��Î§£���¤�¥>�����Z�!���3T��§£���¤�¥A�s£��ÿ¥����Z£�� Mk,ε(s0+1, ρ0/2)

�s�����N¼�¡N�Z�]���s��£��s¤2¥A��£Z�Í¥����Z£����
Xt,ε((s0,∞)× S1)  Xb,ε((−∞,−s0)× S1) ����� Xm,ε(B̄ρ0(0))

¯
RQ�����3�A���É��ºx�Z��Î�¼������z� ¥A�s£Z���sý0ýR����£Z���ª��������� Mk,ε

¯

���



� Ú"��Ø�àRá'àRã>Ø%õBqn�Bq�Öoq � �m� {Q| ` ∈ N ¯ α ∈ (0, 1)
v | � δ ∈ R ¯dxzyo{ ~���v�� { C`,αδ (Mk,ε)

�D~9� {z�]|U{ � x t� {�xzyo{ ~���v�� { t��h� }�| � x �Ht | ~�� | C`,αloc (Mk,ε)
��t`u  My �H� y!xmyo{ ��t`wmwDt   � |��=| t`u����D~ �]| � x�{

‖w‖C`,αδ (Mk,ε)
:= ‖w‖C`,α(Mk,ε(s0+1,ρ0/2)) + ‖w ◦Xm,ε‖C`,α(Bρ0 (0))

+ sup
s>s0

e−δs
(
‖w ◦Xt,ε‖C`,α([s,s+1]×S1) + ‖w ◦Xb,ε‖C`,α([−s−1,−s]×S1)

)

v | �  My �H� y v�u { � | �`v�uQ��v |ox$}�| � { u xzyo{ v�� x �Ht | t�� xmyo{ ~ ¤ �9� {Qx u ¤·  � xmy u { ~�� { � x$x t xmyo{ x2 = 0�iw�v |U{j¯%xmy v x �D~ w(p) = w(p̄)
��t`u=v�wmw

p ∈ Mk,ε,  Myo{ u { p̄ := (x1,−x2, x3)
� �
p = (x1, x2, x3),� | �`v�u���v |oxh  � xzy u { ~�� { � xhx t.v=ujt x v x �Ht | t��$v |�� w { 2π

k+1

v�Qt }�x]xzyo{ x3 v � �D~$v | � x t xmyo{ �jt`���otF~Q� x �Ht |t��>v�ujt x v x �Ht | t��>v |�� w { π
k+1

v��Qt }�x¡xzyo{ x3 v � �D~Jv | � xmyo{ ~ ¤ �9� {Qx u ¤;  � xmy u { ~�� { � xOx t xmyo{ x3 = 0�iw�v |U{ ¦
RQ�"¡N��¤2�s¡ Ä}��¼����å��¼��Z¡N�"���å���Êºx�Z��Î�¼����s�$�N¼��"¤2�ª�����ª���Z���@¯ ²À�$ý-��£Z�åºx�"£���¤�¥A�s£����½ý�¢}��¼��ª�å�����
�s���Êºx�É£������N������¡m��ºx�Z��Î�¼����Z���N¥A�s£Z���sý�ýR����£Z���ª�����]���Q�A�����}�������Pºÿ�8���������}� ��¡ ý-�s£Z�s¯�RQ�É� ¼A�s�ª�
¥>��¡¶����¡�	z��¼��§�N��¡¶ý-�s£�� Mk,ε

	�¢8��¼��§����¡N¤2�s��Î�¡���¥�¼z�sý4�pýR����£Z�N����� u ∈ C2,αδ (Mk,ε).

_�69��6`_ abT!L�§rEhS¨B.ln<�B.|}LeD�E\UCB7D
ü�¼�� Æ ��£���	��@��¥>��¡N�����s¡H��	>����� Mk,ε

�ª�
LMk,ε

:= ∆Mk,ε
+ |AMk,ε

|2

º»¼��Z¡N� |AMk,ε
| �����N¼��§����¡ ¤ �sý���¼���� ��£Z�����zýR�����A�s¤��Z�!�´���@ýR�s¡N¤ ��� Mk,ε

¯
²À�C��¼��D¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�}�sýÍ��¼��D�Z������������¡N�1����£��Z�$��	>�'����U��¼��p�����ª��¤���ýR��¡ ¤2� dvolMk,ε

£��s�·	>�
º»¡N�½�N�N��� �s� γt ds dθ �s��� γb ds dθ ������¡»��¼���£��_�������������s�@�P¢1¥>�å�Z�����¹�s��� �s� γm dx1 dx2 �����s¡»��¼��¤��������ª�m�Z���@¯�V]�	º ºÿ��£����Ê���3�A����Îs����	A����� ¢"�s� Mk,ε

�D� ¤2�1����¼�ýR����£������s�
γ :Mk,ε −→ [0,∞) [��*¯�����\

��¼����K�ª�m�ª���������ª£��s�ª�½¢z�ZÇ!�A�s�4�N� ε4 ��� Mk,ε(s0 − 1, 2ρ0)
�s���C�ZÇ!�A�s�4�N� γt [R¡N�Z�N¥@¯ γb  γm \]������¼������� Et,ε [R¡N��� ¥@¯ Eb,ε  Em \�¯�ü�¼���¢z�s¡ �K���3�A�����Ê�ª��� ��£´¼ ��º���¢8�N¼A���»�s� Xt,ε((s0,∞)× S1) �s������ Xb,ε((−∞,−s0)× S1) ºx��¼��	���

γ ◦Xt,ε(s, θ) ∼ ε4 cosh2 s �s��� γ ◦Xb,ε(s, θ) ∼ ε4 cosh2 s.

Ã �ª�A�s�ª�½¢2��� Xm,ε(Bρ0)
�ºÿ��¼A�����

γ ◦Xm(x) ∼
ε4

|x|4 .

��ú



²³�H�ª��¥>���N�N�n	��ª�K�N��£´¼��Z£ Ä8��¼�����T
Lε,δ : C2,αδ (Mk,ε) −→ C0,αδ (Mk,ε)

w 7−→ γ LMk,ε
(w)

�����W	>�������������ª�������s¡0��¥>��¡N�����s¡�¯4ü�¼��»� �?	��N£Z¡N�ª¥�� δ ���4¤2���s�!�4���KÄs�Z��¥D��¡N�s£´Äå�sý���¼��xºx���ªÎ�¼!�N���D� ¥A�s£Z��'�s��¡Kº»¼���£´¼C��¼�� Æ �s£���	�����¥>�Z¡����N��¡K���§�s£����ª��Î�¯
ÔW	��N�Z¡ ���D��¼A����/��¼��pýR����£Z�N����� γ �ª�K¼���¡ �D�N�z£Z�����*¾���Z¡�	A���©�s��£Z�H��¼��¹�Zþ��£����sý@��¼��]£��s��ýR��¡N¤2�s��ý-�s£Z�N��¡ 1√
|gMk,ε

|
�����N¼��¹� Å�¥�¡N��� �N�����8�sý@�N¼�� · �s¥��©�s£Z�©�s���ª�

��¼��H£��1��¡ �����������Z�±ºÿ�]��� �H�N��¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬�����¼��H�������ÿ�sý��¼��H� ��¡ ý-��£�� Mk,ε
¯�ü�¼��ª�Í���±¥�¡N��£Z��� ���½¢pº»¼A�_�

���É����������� �N�}¼��	���"��¼��8�s¥�Z¡��_����¡É���Q�A�����[ýR¡N�s¤<��¼��8� ¥A�s£�� C2,αδ (Mk,ε)
���!�N� �N¼��"�´��¡NÎ����p� ¥A�s£Z�

C0,αδ (Mk,ε)
¯

ü��2¼A�����É�
	>���N���Z¡HÎ�¡����N¥Ê�sý0º»¼A�_�]����Î�������ÎD���@A�����H���H�ª�������s¡N�ª¬Z�m��¼��§�������ª�������s¡��ZÇ1�������ª���»[V�*¯��!��\
��� w = 0. R$�§Î����»�N¼��§��Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���Ê�sý���¼�� Æ �s£Z��	��/�s¥>��¡��_����¡»��	>���*�»�N¼��§�N£������Z�Ê£������Z�����ª� Cε

LCε :=
1

ε4 cosh2 s

(
∂2s + ∂2θ +

2

cosh2 s

)
.

RQ��£��s�D��	��N��¡¶������¼A�����N¼�����¥>�Z¡����N��¡ cosh2 sLCε
¤"��¥��4��¼���� ¥A�s£�� (cosh s)δ C2,α((s0,+∞)×S1)����������¼��§� ¥A�s£�� (cosh s)δ C0,α((s0,+∞)× S1) ¯

�*�ª¤2�ª�ª�s¡ �½¢s1�ªý@ºx�m���ª�����s¡N�ª¬Z�H��¼��¹�������ª�������s¡ÿ�ZÇ!�A�����ª���e[V�*¯ ø�ø�\Í��� u = 0 *ºÿ�m��	��´�����a[-� ���
[V�*¯ ø�\±º»�½��¼
u = 0 \�/��¥C�N�z�8¤����ª�N�ª¥��ª�½£����N�ª�s��	�¢ 1/ε4, ��¼��p� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���G�sýÍ�N¼�� Æ �s£Z��	����s¥�Z¡��_����¡K��	>���*�K�N¼��¥����s���s¯

1

ε4
LR2 :=

|x|4
ε4

∆0.

«¹Î��s�������¼�����¥>�Z¡����N��¡ γ 1
ε4

LR2 = ∆0
£��ª���s¡ �ª¢]¤2�s¥�����¼���� ¥A�s£Z� C2,α(B̄ρ0)

���������N¼����N¥A��£�� C0,α(B̄ρ0)
¯V]�	º§���¼���ýR����£Z���ª��� γ ¥����	¢1���ýR�s¡4��¼����Z�����±��ý>�N¼����N��¡¶ý-�s£�� Mk,ε

���¼���¡ �����x¥����	¢��Z�
	!¢É�N¼���ýR����£����ª���
cosh2 s ýR��¡Í�N¼��¹�Z�����x�sý@�N¼��¹�¶�´�s�����s¡N�"£����N�������ª�8�s���2��¼��¹¡ �����H¥����	¢��Z�;	!¢D��¼��HýR����£Z�N���s� |x|−4 ýR�s¡
��¼��2¥����s����¯"�*����£��D��¼�� Æ �s£Z��	��±��¥>�Z¡����N��¡å��	>����� Mk,ε

�����s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£p��� 1
ε4

LR2
��� Em,ε �s���$�ª��s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£��N� LCε

��� Et,ε �s��� Eb,ε /ºx�D£Z����£Z�������p�N¼A���K�N¼��D��¥>�Z¡����N��¡ Lε,δ ¤"��¥�� C2,αδ (Mk,ε)������� C0,αδ (Mk,ε)
¯

V]�	ºSºx��¡ ��£���������¼��§���s���ª������ý4���s�z����Î��Z���Z¡��s£�¢z�ª�!��¡ �1����£Z���z���·X ÷�÷ Z�¯
� Ú"��Ø�àRá'àRã>Ø\õBqD�BqªõBqJ� yo{ ~ } um�3v�� { Mk,ε

�D~5~<v���� x tJ� {�| t | � {H��{Q|U{ u�v x�{ � � Lε,δ �D~�� |ª©�{ � x �m� { ��t�u�v�wmw
δ < −1.
²³�±��� �ZýR�����N�§��	�� ��¡¶���»��¼A�_�Í�K�����s���½�P¢É��¡NÎ���¤�������������¼���ºx�Z��Î�¼����Z� · �<	>�Z�NÎ����H�N¥A��£����Z1��¤�¥��ª�ª�Z�4��¼����

(Lε,δ �����ª�_� ��£����½��� ) ⇔ (Lε,−δ ����� ��¡R� �Z£Z���½��� )
���



�ªý δ /∈ Z ¯O�1���.X ø���Z������IX ÷ ��Z@ýR��¡�¤���¡N�K���Z�´�������Z¯
ü�¼��¹�����"���ZÎ�������¡���£Z¢"�sý Mk,ε

�ª�ÿ¡N�Z�©���N�������å��¼��¹¤2�s¥�¥��ª��Î�¥�¡N��¥>�Z¡ �N�����ÿ�sý Lε,δ �s���2���å��¼��¹Äs�Z¡N���Z��sý>��¼��ª�±�s¥>��¡��_����¡Z¯ Ã ¡N��¤Ý�N¼��»��	�� ��¡ �_�����ª�����±¤2�s���»��	>�	���s!�ª��ýR�����ª�	º»���N¼A���Í������¼��»£��_���Z���������s���À¢*¥>�
�������¹�s��� ���»��¼���¤2�ª�����ª�K¥����s�A�s¡������Ê�N¼�� Æ �s£���	��U��¥>��¡N������¡ �H�sý Mk,ε

�s��� Mk
�s¡N��¡ ��� ¥>��£Z�N�ª���Z�ª¢

�s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£���� LC
�s��� LCε

º»¼��ª£ ¼2£��s����£Z�����»��¥����å��¤����½���ª¥��ª�½£��_���ª�s�
	�¢ ε4. �*��ºx�H£������ª���N¡��s���¶¾¥>��� �D�N��¤��p�sýÍ��¼��D¡N�Z�N���½���§��	>�����K�N¼��D� ��¡ ý-�s£Z� Mk(0)
£Z�����´�s�ª�����C�ª�©X ÷�÷ Z�¡ ���������Z�}�����N¼��D�¶������¢

�sý��ª���H¤������ £Z��¡ ���_����¡ �É��¥>��¡N������¡Z�������¼��å� ��¡ ý-�s£Z� Mk,ε,
����£Z�������ª��Î������ ����Îs�����Z¡��s£�¢�¯]ü�¼��É�s���ª¢

���½þ��Z¡N����£��2�ª�K��¼A����¼���¡ ��ºx�Dºx��¡NÄ�º»�½��¼G�N¥A�s£Z���É��ýxýR����£����ª�������ª�!����¡N�©���!�Kº»�½��¼G¡N��� ¥>��£��É���Ê�s�����sý
��¼����¶¢1¤2¤��Z�N¡N���Z���sý Mk.

p æUÚ¬«�ÜAô�ã,4à��4Ú1ß-Ù0è�q ²³�K���¹Ä!���'º»�}��¼����§�8�N¤��1�s�N¼}�����p¥A��¡��s¤��Z�N��¡¹Î�¡N����¥}�sýÍ��� ��¤��Z��¡ ���Z�¹£Z���*¾
�´�������ª��ÎK�N¼��H�����Z�!�N�ª�À¢pÎ��Z����¡N�����Z�x� Æ �s£Z��	��o��������!�N¼A���Í���Í���N�s�����N�����D�sý��¼��H�ZÇ1�������ª��� LMk,ε

u = 0.ü�¼�� Æ �s£���	��r�A�Z�����ÿ��ý@�N¼����±�À¢1¥>�]º»¼��ª£ ¼8��¡N�]�ª�!�_�s¡N���s�!��º»�ª�N¼"¡ ���N¥>�Z£Z�x������¼��]¤2�ª¡N¡ ��¡�� ¢1¤�¤2����¡ ¢
	�¢
��¼�� x2 = 0 ¥����s���sA�N¼��å¡ �s�´���N�����!	!¢ 2π

k+1
��	>�����H�N¼�� x3 �_Å*����A�N¼��å£��s¤2¥>��� �ª�N���s�z�sý4�N¼��å¡ �s�´���N�����	!¢ π

k+1
��	>�s���p�N¼�� x3 �_Å*���p�s���[�N¼���¤���¡N¡ ��¡å� ¢1¤�¤2����¡ ¢Qº»�ª�N¼ ¡ ��� ¥>��£Z�D������¼�� x3 = 0 ¥��©�s�����s¡ ��Î��Z����¡N�����Z�e	!¢ ���ª�©���N�ª�s����¯�Ô¹ýÍ£Z����¡ �N����¼�� Æ ��£���	��4��Ç!�A���N������¼A�s�m�s�N¼���¡m� ���ª�����ª�����]º»¼���£´¼C�s¡N�

���s�ÿ���sÄs���8�ª�!���É�s£Z£������!�d	>�Z£��s��� �m�N¼��Z¢"��¡N�]���s�x�ª�!���s¡ �©���!�Í�������Z¡x�N¼��m�s£����ª���"��ý/�N¼��¹�¶¢*¤�¤��Z�N¡N���Z�
���ª� �N���z��	>�	���s¯O�*�Z� [ ÷�÷ ] ýR��¡����Z�´�������Z¯
ü�¼��»#K���ª�ª�½��Î[���Z£Z���s¡'�A���ª� Ξ(p) = p, ��¼����Ê�ª�Ê�s� �N�1£��������Z�S�N�+��¼��Q�����G¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡�Î�¡N����¥S�sý���ª�©���N�ª�s�����Î��Z���Z¡������Z�»��¼�� Æ ��£���	��U�A���ª�

Φ(p) := n(p) · p.
²³�H�ª��£������s¡���¼���� Φ(p) Îs¡N�'º»�»�ª�������s¡N�½¢"�s���z� ���ª���������s�5	>�����������@¯
RX�ª�N¼���¼��Z�N�����s�������ª�����Z�ºx�§���Q�A���§��¼��§���Q�A£Z������£Z¢��N¥A��£��

D := �*¥A�s� {χtΦ, χbΦ }
º»¼��Z¡N� χt �ª�å��£��*� ¾À��þ[ýR����£������s�G�N¼A�������§�ª���������ª£��s�ª�½¢ ��Ç!�A�s����� 1 ��� Xt,ε((s0 + 1,+∞) × S1) ������������£��s��� ¢É��Ç!�A�s�A��� 0 ��� Mk,ε−Xt,ε((s0,+∞)×S1) �s������¼����Í���±�ª�!����¡N�©���!�±�������Z¡Í�N¼��]�s£Z�N������sý���¼��§�¶¢*¤�¤��Z��¡ ���Z�»�ª���¶��������	>�'����¯±²À�Ê¥��s¡ ���ª£����©�s¡Z*ºx���sÎ�¡ ���K�N¼A���

χb(·) := χt(− ·).
¨ �����s¡N�½¢���ªý δ < 0,

L̃ε,δ : C2,αδ (Mk,ε)⊕D −→ C0,αδ (Mk,ε)

w 7−→ γ LMk,ε
w

���x�@	>�������������ª�������s¡Í��¥>�Z¡����N��¡�¯�ü�¼��s��Ä!���N��¡ ��� ���ª�x�sý��¯�V]�	¢������s�����	>�����ÿ��¼��m����¤������ �����2��ý/��¼��
Äs��¡ �����4�sý±�N¼�� Æ �s£Z��	��0��¥>��¡N������¡¹��ý Mk

�N¼��	º»�C�ª��X ø����ø��lZ������}��Å1�N�������Z�G����£´¼A��¥����Z¡ ÷  ºx��£��s�
���



� �������2�N¼A���å��¼��Z¡N�8�ª�å���s���s�!¢I	>�s�������Z� Æ ��£���	����A���ª�$º»¼��ª£ ¼\�ª�É�ª�!�_�s¡N���s�!��º»�½��¼$¡N�Z�N¥>��£��p�N� ��¼��
� ¢1¤�¤2����¡ ��������ý Mk,ε.

�*�Dºÿ��Î����»��¼��KýR�����ª�	º»�ª��Îp¡ ��� ���ª�H��	>��������¼��§�s¥�Z¡����N��¡ Lε,δ.
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØCõBqn�Bq�öBq�® { � y tFtF~ { δ ∈ (1, 2)

¦9� yo{Q|.xmyo{ tj� { u�v x t`u Lε,δ �D~¡~ } u ©�{ � x �m� { ¦ � t`u { t`� { u ¯xmyo{ u {J{�� �D~ x ~ Gε,δ
v;u�� �`y�x � | � { u_~ { ��t`u Lε,δ  My tF~ {�| t`u����D~>�Qt }�| � { ��¦

ü�¼��ª�¹ý-�s£��m�N��Î��Z�N¼���¡]º»�ª�N¼C�s�}�s�A�s¥*�´���N�����Ê�N���s��¡m� �Z� ������Î��sý���¼������������s¡H����£Z��¤�¥>���N�½�����s� ���Z¤2¤2�
¥�¡ �'���Z�G����Xû����Z4ýR��¡m£Z�����¶�´�s���§¤2���s�}£���¡¶�����N��¡N�p�N��¡¶ý-�s£��Z�.[-�N�Z���s�ª�N�aX ÷ ��Z4ýR��¡m¤��ª���ª¤2����¼!¢1¥>��¡ �N��¡P¾
ý-�s£Z���j\ >�����ª�'º»���������D¥�¡N�	���§�N¼��KýR���ª���	º»�ª��Î�¡N�Z�N���½��¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�õ¶qn�Bq «�q�® { � y tltF~ { δ ∈ (−2,−1) ¦.� yo{Q|�xmyo{ tj� { u�v x t`u L̃ε,δ �D~k~ } u ©�{ � x �m� { ¦
ô
ò<ñ�¯ ( - P<-�°^-"PQ8C2*4!P37 25-!:¶P3/@-!ö$1"û�ö@7 PQ1�+ /@ûb7 P3-!P37 ö�1�:�N�LSû�ö$)¡25:

0 ú P3) ú ökLS2 )¡1Q/@:C2 8C/ ö )¡/>7 1'ö$)O8 1'ökLS8 /$û ö :C)dö�13254
ýê/>:B8�öWþoÿÛ/��·7 ö@-;þ�� 2ª2ª+.:Ø8,+k1e2 :CN�LMû�ö$)¡2 P<-

M2 × R.
RQ�]¡ ��£���������¼A�_�ÿ����� ��£Z�N�����8�*¯ �§ºÿ�HýR����������¼����Í�N¼��]¤������2£Z��¡ ���_����¡ �]º»�½��¼�¡N��� ¥>��£��x�����N¼��H¤2����¡N�ª£
ghyp

�sý4���N��¡¶ý-�s£�� S �ª� M2 ×R £��s�!	>�K��Å*¥�¡N�Z�N�N���Ê���8���Z¡N¤����sýU��¼��K�Z��£��ª�������s��¤�������£Z��¡ ���_����¡ ��sý S �s������¼��H£���¤�¥>�����Z�!���Í�sý��¼��H���s¡N¤2�s������£Z�N��¡Í�N���N¼��H���s¤��»�N��¡ ýR�s£��Hº��ª��¼�¡N�Z�N¥>��£��x�N���N¼��5 ����¤��Z��¡ ��£ g0.
²À����¼��ª�Í� ��£Z�N������ºÿ�]�N¼A�������s¥�¥��ª¢���¼��ª�±¡N��� ���ª�±���å¥�¡N�'���»��¼��H� Å��ª� �N����£Z�¹�sý@�§ý-�s¤���� ¢��sý�¤2�ª���ª¤2����� ��¡¶¾
ý-�s£Z���Í£Z���s�N�����K��¼��H� ��¡ ý-�s£Z� Mk,ε

£��s�!���s�����Z�������K£Z¢1���ª����¡ ��£����������ªÎ�¼	�s��¡N¼��1�1�D�sý¡��s���ª��� rε = ε/2�sý {0, 0} × R.

RQ�§� �´��¡ �»Î��ª�1����Î���¼��§�¶�´���N��¤������H�sý4�D¡ ��� ���ª����¼A�_�H£��s�'	>�§�����N���½¢8��	��´�������Z�'	�¢eX ÷�÷ Z������¤�¤2�p�*¯ù�1¯
²³�É���Z�N£�¡ �D	>�Z�É��¼��"¡ ��Î��ª���Q�sý��N¼��"� ��¡ ý-��£�� Mk,ε

º»¼���£´¼$£��s�»	>�"¥��s¡��s¤��Z�N¡N�ª¬����I	�¢Q�ÊÎ�¡���¥�¼$���\�
�s���!�����s¡����Z��Î�¼	>����¡ ¼��1�1�z��ý rε £Z���!���s�������z�ª����¼�� x3 = 0 ¥��©�s���s¯
� Ú*é$é$ÜWõ¶q-Ö²±¶q-Örq'� yo{ u {b{�� �D~ x ~ ε0 > 0

~ } � y�xzy v xm¯ ��t`u'v�wmw ε ∈ (0, ε0)
v | v |o|o} w�v�u>��v�u x t��xmyo{^{Q| �`~ Et,ε, Eb,ε v | � Em,ε t�� Mk,ε

��v | � {�  u�� x�x�{Q| v`~�� { u x �H��v�w � u�vQ� y ~!t`� { u xmyo{ v |o|o} w } ~
B2rε −Brε/2

t�� xmyo{ � }�| � x �Ht | ~

Zt(r, θ) = σt,ε + ε2 ln

(
2r

ε2

)
+OC2,α

b
(ε3), [V�*¯�����\

Zb(r, θ) = −Zt
(
r, θ − π

k + 1

)
. [V�*¯�����\

�s�



� ~]��t�u xzyo{ �?v�u�v�� {Qx uQ��¢Fv x �Ht | t�� xmyo{ �iw�v | v�u {Q| � ¯ � x ~<v x �D~ �d{ ~

Zm(r, θ) = OC2,α
b

(
ε2
( r
ε2

)−(k+1)
)
. [V�*¯ûús��\

� { u { (r, θ) v�u {Wxzyo{ �ot`w�v�u$�jtFt`u���� | v x�{ ~�� |^xmyo{ x3 = 0
�iw�v |U{ ¦
� yo{ � }�| � x �Ht | ~ O(ε3)

v�u { � {z�]|U{ �� |exzyo{ v |o|o} w } ~ B2rε − Brε/2
v | �!v�u { �Qt }�| � { ��� | C2,αb x tj�ot�wnt ��¤ � ¤ vb�jt | ~ x v |ox �µ� | � { � {Q| � {Q|oxt | ε � � } w x ���iw¹� { �
� ¤ ε ¯M Myo{ u {%xzyo{ ��v�u x ��v�w�� { u��m�`v x �m� { ~�v�u { ��t`��� }�x�{ �   � xzy u { ~�� { � xMx t xmyo{ � { � x t`u�d{ w��`~ r ∂r v | � ∂θ ¦

ü�¼��Z� Mk,ε
¼A�s�Í�Pºx�É������� Et,ε �s��� Eb,ε º»¼��ª£ ¼8�s¡N�]Î�¡���¥�¼��x�	����¡Í��¼�� x3 = 0 ¥����s���]�sý@ýR����£Z���ª�����

Zt
����� Zb ���3�A���Z� �s����¼����s���1���ª��� B2rε −Brε/2

¯
RQ��� �Z�

sε = − ln ε, ρε := 2ε

�s���%ºx�G���3�A��� MT
k,ε
���©	>�G��Ç!�A�s�K�N� Mk,ε

ýR¡ ��¤ º»¼���£´¼%ºx�G¼A�	���G¡N�Z¤2�	�����%��¼��G��¤2�sÎ����sý
(sε,+∞) × S1 	�¢ Xt,ε,

�N¼����ª¤2�sÎ��"�sý (−∞,−sε) × S1 	!¢ Xb,ε
�����[��¼�����¤2�sÎ��"�sý Bρε(0)	!¢ Xm,ε.

ü�¼��z���s�ª��������ý sε �s��� ρε ¼A�	���'	>���Z��£ ¼��s�N�Z�k�ª�+�N��£´¼k�Cº���¢[��¼��z� ��¡ ý-�s£Z� MT
k,ε
�ª�

£��s�!�´�������Z�Q�ª�Q�z���Z��Îs¼�	>����¡ ¼��1�1�G�sý�¡N�s���ª��� rε = ε/2 ��ý {0, 0} × R. ²À�G�N¼����§�N�Z£Z�N�����Gºÿ�2� ¼A�s���¥�¡ �'���]��¼��¹��Å*���¶������£��m�sýU��ý-�s¤2�ª�½¢p��ýU¤�������¤��s�A� ��¡ ý-��£����x£����s�N�H��� MT
k,ε.
ü0�å��¼��ª�x�s��¤~ºÿ�m� ¼A�s�ª�>���N�

¥�¡ ��¥>���N�½���ª���z�*¯ ��¯ ÷ ������ºx�§�N¼A�s�ª��ýR�����ª�	ºX��¼��Kºx�s¡NÄaX ÷�÷ ZV¯
Ã �ª¡N� ��±ºÿ�z¤��1���ªý�¢G��¼���¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�[�sýH��¼���������� Et,ε  Eb,ε �s��� Em,ε ÍýR��¡D��¥�¥�¡N�s¥�¡N�������Z����������Z�»�sý s ��N�D��¼A�_���º»¼���� r = rε

��¼��§£Z��¡ ���Z�]£Z��¡N¡ ���N¥>�s��������Î��N�D�N¼��§��¤2�sÎ��¹�sý
θ → (r cos θ, r sin θ, Zb(r, θ)), θ → (r cos θ, r sin θ, Zt(r, θ))

[V�1¯ùú ÷ \
£��s¡N¡N�Z�N¥>�����@@¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢����¥��N��������¡¶����£��s���N¡��s���N�©�_�����s�@A���2��¼��É¼���¡ ��¬Z���!���s�U£���¡¶�����§���¹¼��Z��Î�¼����
±ε2 ln(2rε/ε2).

ü�¼��É£Z��¡ ��� θ → (r cos θ, r sin θ, Zm(r, θ)),
�ªý r = rε,

£���¡ ¡N��� ¥>�������Z���¥Ê���"���s��¡ �N��£��s�U�N¡��s���N�©�'¾
���ª���@*�����s�z¼���¡N�ª¬������´�s��£���¡ ���å���»¼����ªÎ�¼�� ε2 (rε/ε2)−(k+1) ¯
ü�¼��å� ��£��s�����¶���Z¥ ������¼���¤��1���n�A£����N���s���sý������ª�H���s¡N¤2�s������£Z�N��¡%�A�Z���z��� Mk,ε

�������2�p��¡��s��� ���Z¡N�N�
�����½�����Z£Z�N��¡h�A���ª� ñε ���p�N��£´¼"�mº���¢���¼A�_�±�ª��£��s����£Z�����Z��º»�ª��¼p�N¼��»���s¡N¤2�s�*����£�����¡h�A�Z��� nε �s� Mk,ε


���]��Ç!�A�s�0�N� e3 ��� ��¼���Îs¡��s¥�¼��	����¡ B2rε − Brε/2

��ý���¼��ÉýR����£Z�N������� Ut �s��� Ub �����}�ª�!���Z¡N¥>����������N¤��1�s�N¼��ª¢;	>���Pºx�Z���Ê�N¼��§���ªþ��¡ �����H���Q�A���½�����s�����sý ñε �������½þ��Z¡N�����H� �?	�� �Z���]��ý MT
k,ε
¯

Ã �ª�A�s�ª�½¢�ºx����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�H£Z����� �K��� Et,ε, ºx��£��s�zÎ��ª���m�N¼��KýR�����ª�	º»�ª��Îp�Z� �N��¤2������T
∣∣ε4 cosh2 s

(
LMk,ε

v − (ε4 cosh2 s)−1 (∂ssv + ∂θθv)
)∣∣ 6 c

∣∣(cosh2 s)−1v
∣∣ . [V�*¯ûú���\

���



ü�¼��ª�UýR�s���ª�	º»�/���s�N�ª�ª¢¹ýR¡ ��¤ [V�*¯��!��\�N��Î�����¼��Z¡/º»�ª��¼K��¼���ý-�s£��U��¼A�_� wt ����£��	¢1�4���U�����s� �U���ªÄs� (cosh2 s)−1

��� Et,ε. �*��¤��ª����¡�£Z�����N�ª���Z¡������ª�����å¼����ª�$£��ª���N�2��¼���	>�s� ����¤<�Z��� Eb,ε. VH����¡É�N¼��"¤2�ª�����ª��¥��©���A�s¡����� Em,ε, ºÿ����	�� ��¡¶�����N¼A������¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î����¶���ª¤"���N�K¼��s�����3T
∣∣ε4|x|−4

(
LMk,ε

v − |x|4ε−4∆0v
)∣∣ 6 c

∣∣|x|2k+3∇v
∣∣ . [V�*¯ûúsø�\

ü�¼��ª�¹ýR�s���ª�'º»�H���s� ���ª¢�ýR¡N��¤ [V�*¯ ø��\��N��Î��Z�N¼���¡]º»�ª�N¼ ��¼��åý-�s£��¹��¼A��� um ����£��	¢1�§���m�ª���s�¶�m���ªÄs� |x|k+1

��� Em,ε.
ü�¼���Î�¡N�s¥�¼z�sý��pýR����£Z�N����� u A���N�ª��ÎD�N¼��§���Z£Z�N��¡5�A���ª� ñε A���»�D¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-�s£Z���ªý4�s���z�����ª¢8�ªý u���»�p�N���ª�����ª�����sý4�D� ��£��s��� �s¡N���Z¡»���������������s¡��Z���ª��¥*���ª£¹��Ç!�A���N�������sý0�N¼��KýR��¡N¤

LMT
k,ε
u = L̃ε u+Qε (u)

º»¼��Z¡N� LMT
k,ε

�ª�ÿ�N¼�� Æ �s£Z��	����¥>�Z¡����N��¡���	>����� MT
k,ε
 Qε

�ª���É���s�����ª�����s¡Í�N�Z£���������¡N����¡x���ªþ��¡ �������©���
��¥>�Z¡����N��¡"�s��� L̃ε ���"�Q���ª�����s¡��s¥>��¡��_����¡�º»¼��ª£ ¼��´��Äs���8�ª�!���$�s£�£Z�������8�N¼�� £ ¼A����Î�� �sýK�N¼�� ����¡¶¾¤2�s�U����£Z�N��¡W�����ª�©[-�s���ª¢�ýR��¡]��¼��É�N��¥C�����a	>�s�N�N��¤ �Z�����j\ nε ���!�N� ñε �����}�sý���¼���£´¼A�s��Îs�p��ý±��¼��¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�@¯
ü�¼��ª�Í�s¥>��¡��_����¡������N��¥�¥>�s¡ ���Z�"�ª�2�§������Îs¼�	>����¡N¼��1�1����ý {±sε}×S1 �s���2�sý {ρε}×S1. ²³�Í�ª�±¥>�s�N�N� ¾	��ª�¹���p�N¼��	ºS��¼A������¼��K£��1�3§�£Z���������»�sý L̃ε ��¡N�K�����ªýR��¡ ¤2� ¢.	>�����������'	�¢��p£Z�����¶�´�s���»�N��¤���� ε2. RQ�� ���s¡ �m��������£Z����Î���¼A�_�¹��¼���£Z����ýR��¡ ¤"���Uý-�s£Z�N��¡ (cosh2 s)−1 £Z���!�N¡N�n	������Z�¹º»�ª�N¼}�2����¡ ¤ �ZÇ!�A�s�0��� ε2.Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N�m�N¼��Ký-�s£��»�N¼A��� 〈ñε, nε〉 = 1 +OC2,α

b
(ε) ���z�p���Z��Î�¼	>����¡ ¼��1�1���sý {±sε} × S1 �s���

��¼���¡N�Z�N���½�±��ýMX ÷�÷ ZA�s¥�¥>�������½Å9&[� ¼��'ºY�N¼A�����N¼���£´¼A�s��Îs�»��ý>���Z£Z�N��¡,�A���ª�D�ª������£Z���±�m���ª�����s¡0��¥>�Z¡����N��¡
º»¼���� �K£��1�Q§�£����Z�!�N�»�s¡N��	>�����������!	�¢8��£Z�����¶�´�s��������¤��Z� ε. ü�¼��m£ ¼��s��Î��m�sýU¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�"¼��s�£��s���N�ZÇ1������£�����ºx�"£����\���¶���ª¤"���N�2�s��ýR�����ª�	º»��¯�«¹�åýR��¡§��¼��"£��_�����������A���Í�Z�����Zh	�¢³[��*¯�����\mºx�"£��s�
��������¡ ¤2�ª���"��¼������½þ��Z¡N�Z��£��"	>�Z�Àºx���Z�+��¼��8���s�ª������ý s ���\ýR����£Z���ª���[�sý r, ýR��¡ r �ª� �}���Z��Î�¼	>����¡¶¾¼��1�1� �sý rε, �s���Ê��¼��å¼����ªÎ�¼!�]�sý��N¼��É¼��s¡N��¬Z�����´�s�C	>�s�����A�s¡¶¢Ê£Z��¡ ���"[-� ���"[V�*¯ûú ÷ \f\ªR$�å��	����s���z�N¼A���
|s− ln

(
2r
ε2

)
| ���M	�s�������Z�=	!¢p�m£Z����� ���s�!���N��¤���� ε. «T�N�ª¤����ª�s¡0���¶���ª¤"���N��¼��������4ýR�s¡4��¼���¥����s�A��¡��Z���@¯

V]�	º§�ºx�K£������N������¡��N¼�¡N�Z�KýR����£Z�N������� ϕt, ϕb, ϕm ∈ C2,α(S1) º»¼��ª£ ¼��s¡N�m�Z���Z�@�º»�ª��¼�¡ ���N¥>�Z£Z�»��� θ 
ϕt
���»£����ª���ª�����s¡���� cos(j(k + 1)θ), º»�ª�N¼ j > 1, ϕb = −ϕt(θ − π

k+1
), º»¼����ª� ϕm ���H£Z���ª���ª�����s¡����

cos(l(k + 1)θ), º»�ª��¼ l > 1 �s���z�1����¯±«¹� �N��¤��§�N¼A������¼���¢��N�����ª� ý�¢
‖ϕt‖C2,α + ‖ϕb‖C2,α + ‖ϕm‖C2,α 6 κ ε2. [V�*¯ûú��\

RQ��� �Z� Φ := (ϕt, ϕb, ϕm)
�s����ºx�§���Q�A��� wΦ

���
	>�K��¼��KýR����£����ª������Ç!�A�s�@���
÷ ¯ χ+Hϕt(sε − s, ·) ��� ��¼����ª¤"��Î����sý Xt,ε

º»¼���¡ � χ+
�ª�¹�"£��*� ¾À��þGýR����£Z�N����� ��Ç!�A���0��� 0 ýR�s¡

s 6 s0 + 1 �s���z�ª���������ª£��s�ª�½¢2��Ç!�A�s�@��� 1 ýR��¡ s ∈ [s0 + 2, sε]

�*¯ χ−Hϕb(s − sε, ·) ���Ê��¼��å��¤2�sÎ��§�sý Xb,ε
º»¼���¡N� χ−

�ª�¹�2£��*� ¾À��þGýR����£Z���ª��� �ZÇ1���s����� 0 ýR�s¡
s > −s0 − 1 �s���z�ª���������ª£��s�ª�½¢2��Ç!�A�s�@��� 1 ýR��¡ s ∈ [−sε,−s0 − 2]

���



ø�¯ χm H̃ρε,ϕm(·, ·) ���}�N¼��D�ª¤"��Î��É�sý Xm,ε,
º»¼���¡ � χm ���K��£��*� ¾À��þ\ýR����£Z���ª���}��Ç!�A�s�4��� 0 ýR�s¡

ρ > ρ0
�s���z�ª���������ª£��s�ª�½¢2��Ç!�A�s�@��� 1 ýR��¡ ρ ∈ [ρε, ρ0/2]

��¯»¬Z��¡ �2�s����¼��§¡ ��¤2�s��������Î�¥A�s¡¶�H��ý0�N¼��§�N��¡¶ý-�s£�� MT
k,ε.

ü�¼��z£��*� ¾À��þTýR����£Z�N�������¹� ��� �����!�N¡N�1����£����+¤���� �D¼A�	�����N¼��z�N�s¤���� ¢1¤�¤2����¡ ¢\¥�¡N��¥>�Z¡ �N�������s�p��¼��
ýR����£����ª��������� C2,αδ (Mk,ε). H̃

�s��� H ��¡N�Ê¼��s¡N¤������ª£���Å1���Z���N�ª���k��¥>�Z¡����N��¡�������¡N�1����£��Z��¡N�Z�N¥>��£ ¾
���½�����½¢8�ª��¥�¡N��¥>�s�N�ª�N�������H�1¯ ÷ �1¯ûøD����� �*¯ ÷ �*¯û�*¯
RQ�"ºÿ�������$���ªÄs����� ¥�¡N�	���"�N¼A������������Z¡p�s¥�¥�¡N��¥�¡N�©�_�����å¼!¢1¥>�s�N¼���� �������¼��"Î�¡N�s¥�¼ Σu

��	>����� MT
k,ε�sý���¼��åýR����£����ª��� u = wΦ + v, �ª�¹�"¤������ª¤��s�/�N��¡¶ý-�s£��åº»�ª��¼ ¡N�Z�N¥>�Z£Z�K�N¼��É¤2����¡N�ª£ ghyp ¯�RQ�åº��s������8¥>���ª�!�¹�����¹��¼A���¹���8£Z����� �N¡N��£��K��¼���Î�¡��s¥�¼}�sý���¼��ÉýR����£Z�N����� u, ¼��Z¡N�Éºx�p£Z����� �����Z¡¹��¼�������¡N¤2�s�����£����s¡5�A�Z����º»�½��¼�¡N�Z�N¥>��£��]�N�D�N¼��§����£Z���ª�����s��¤��Z��¡ ��£ g0. ü�¼��§��Ç!�A���N���������D�N���½���§���3T

Hhyp(Σu) = 0.

²³ý�ºÿ�"���Z���s�N�;	�¢ Nu = (N1(u), N2(u), N3(u))
��¼��2�����½�å����¡ ¤"�����s��£Z�N��¡���� Σu,

	!¢C��Ç!�A���N�����[V�1¯ûø ÷ \»ºx�p£����C� Å�¥�¡N��� � Hhyp(Σu)
�ª���N��¡N¤��m�sý���¼�������£Z���ª�����s��¤2���s�}£Z��¡ �_������¡ �D�s����º»¡N�½���É�N¼��

��Ç!�A�_�����s�����D�N�s�ª�������

He(Σu)−O(x1N1(u) + x2N2(u)) +
r2

2
O(∂x1N1(u) + ∂x2N2(u)) = 0,

º»¼��Z¡N� x1, x2 �s¡N�m��¼��§£��1�s¡N���ª�A�����Z����� D2 ����� r2 = x21 + x22.
ü���� ��¤�¥���� ý�¢���¼��§���s�������ª���8ºÿ��� �Z�

P (wΦ + v) = O(x1N1(u) + x2N2(u)) − r2

2
O(∂x1N1(u) + ∂x2N2(u)).

ü4��Ä1�ª��ÎÊ���!�N� ��£�£��s���!�
��¼���� u = wΦ + v, ���	º �N¼��§��Å*¥�¡ ���N�N�ª���Ê�sý0��Ç!�A�_�����s�����D�N�s�ª���§�ª�»Îs�ª���Z�'	!¢

LMT
k,ε
(wΦ + v)− L̃ε(wΦ + v)−Qε(wΦ + v)− P (wΦ + v) = 0.

ü�¼��H¡N�Z�N���ª�����ª���D�sý��¼��»¥�¡N���*�ª�����Í�ZÇ1�������ª�������±��	��´�s�ª�����
	!¢p�N¼��H�����»�sý��¼��»ýR�s���ª�	º»�ª��ÎW��Å*���"¥>���ª�!�
¥�¡ ��	����Z¤^T

v = T (Φ, v) [��*¯ùúsú�\
º»�ª�N¼

T (Φ, v) = Gε,δ ◦ Eε
(
γ
(
L̃ε(wΦ + v) + P (wΦ + v)− LMT

k,ε
wΦ +Qε(wΦ + v)

))

º»¼��Z¡N� δ ∈ (1, 2), ��¼��G�s¥>��¡��_����¡ Gε,δ
�������3�A����� ���X¥�¡N�s¥�s�N�½�����s�S�*¯���¯ ø+�s��� Eε ����� ���ª�����s¡��Å1�N����� �����z��¥>��¡��_����¡��N��£ ¼z��¼����

Eε : C0,αδ (MT
k,ε) −→ C0,αδ (Mk,ε),

º»¼��Z¡N� C0,αδ (MT
k,ε)

�������������8��¼��}� ¥A�s£Z�C�sý§ýR����£Z���ª�����8�sý C0,αδ (Mk,ε)
¡N�Z� �N¡N��£����Z�T��� MT

k,ε.
²³���ª�

���Q�A������	!¢ Eεv = v �ª� MT
k,ε, Eεv = 0 �ª�G��¼��2��¤2�sÎs�D�sý [sε + 1,+∞) × S1 	!¢ Xt,ε,

���G�N¼��
� ÷



��¤2�sÎs�¹��ý (−∞,−sε − 1]× S1 	�¢ Xb,ε
�s�������"��¼��K��¤2�sÎs�¹��ý Bρε/2 × S1 	!¢ Xm,ε.

Ã ���A�s�ª� ¢ Eεv���»���z��������¡ ¥>���©�_���ª�s���sý���¼��Z�N�§���������Z�»������¼���¡ ��¤2�s�ª���ª��Îp¥��s¡ �»�sý Mk,ε
� ��£´¼Ê�N¼A���

(Eεv) ◦Xt,ε(s, θ) = (1 + sε − s)(v ◦Xt,ε(sε, θ)),
ýR�s¡ (s, θ) ∈ [sε, sε + 1]× S1,

(Eεv) ◦Xb,ε(s, θ) = (1 + sε + s)(v ◦Xb,ε(sε, θ)),
ýR��¡ (s, θ) ∈ [−sε − 1,−sε]× S1,

(Eεv) ◦Xm,ε(ρ, θ) =

(
2

ρε
ρ− 1

)
(v ◦Xm,ε(ρε, θ))

ýR�s¡ (ρ, θ) ∈ [ρε/2, ρε]× S1.

Z8Ú1é$Ü�ó'òYõBq-Ö²±CqªõBq%s�ujt`� xzyo{ � {z�]| � x �Ht | t�� Eε, � � supp v ∩ (Bρε −Bρε/2) 6= ∅ xzyo{Q|
‖(Eεv) ◦Xm,ε‖C0,α(B̄ρ0 )

6 cρ−αε ‖v ◦Xm,ε‖C0,α(Bρ0−Bρε ).� y �D~d� yo{Q| t`� {Q| t | t�� {�� �iwDtF~Q�Ht | t�� xmyo{$| t`u�� ��t { ~ | t x tF�j� } u |U{ v�u xzyo{ ��v x�{Q| t`����v�w x¥¤ � {9{Q| �`~<£
‖(Eεv) ◦Xt,ε‖C0,α([s0,+∞)×S1) 6 c‖v ◦Xt,ε‖C0,α([s0,sε]×S1).

� ~Q�m�9�mw�v�u {��<} v x �Ht |^y t`w��`~,��t`u xzyo{ �Qt x¥x t`� {Q| ��¦�� |bxzyo{ ��t`wmwDt   � |��= ¡{ ~ y v�wmw¶v`~j~ } � { α > 0
v | ��QwDtF~ {�x t>¢ { ujt�¦

ü�¼��§��Å*���¶���Z��£����sý4�p�N���ª�����ª��� v ∈ C2,αδ (MT
k,ε)
ýR�s¡���¼��K��Ç!�A���N�����I[V�1¯ùú�ú�\x�ª�»�p£������ ��Ç!������£��å�sý��N¼��

ýR���ª���	º»�ª��Î�¡N�Z�N���½�»º»¼��ª£ ¼z¥�¡N�'���Z�»��¼A�_� T �ª�»�D£Z���!�N¡��s£����ª����¤"��¥�¥�����Î�¯
� Ú*é$é$ÜQõ¶q-Ö²±¶qªö¶q5 {Qx δ ∈ (1, 2).

� yo{ u {J{�� �D~ x �jt | ~ x v |ox ~ cκ > 0
v | � εκ > 0 ¯ ~ } � y!xzy v x

‖T (Φ, 0)‖C2,α
δ

6 cκ ε
5/2 [V�*¯ûú���\

v | � ¯ ��t`u@v�wmw ε ∈ (0, εκ), α ∈ (0, 1/2)

‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α
δ (Mk,ε)

6
1

2
‖v2 − v1‖C2,α

δ (Mk,ε)
,

‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α
δ (Mk,ε)

6 cε3/2 ‖Φ2 − Φ1‖C2,α ,

 Myo{ u {� ¡{Wy v�� { ~ {Qx ��t`u�~ y t`u x
‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) = ‖ϕt,2 − ϕt,1‖C2,α(S1) + ‖ϕb,2 − ϕb,1‖C2,α(S1) + ‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α(S1)

��t`u=v�wmw
v, v1, v2 ∈ C2,αδ (Mk,ε)

v | �!~<v x �D~z� ¤ � |�� ‖v‖C2,α
δ

6 2 cκ ε
5/2 v | �$��t`u=v�wmw]�Qt }´| ��v�u ¤ ��v x v

Φ,Φ1,Φ2 ∈ [C2,α(S1)]3
~<v x �D~z� ¤ � |�� [V�*¯ûú��\ ¦

� ó_ã@ã�ä_q R$�G¡N�Z£��s�ª�K�N¼A���z�N¼�� Æ �s£���	��§��¥>��¡N������¡z�s�N� �1£��������Z�S�N� Mk,ε,
���z�s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£}���+�N¼��

��¥>�Z¡����N��¡K��ýÍ��¼��p£����N�����s���C�����s¡m��¼��p£����N�����s���A�����Z��������s���C�ª�m���K�s� ¢1¤�¥����s�N��£É���8��¼��p�©�s¥��©�s£Z���s�
�����s¡m�sý��N¼���¥����s�A�s¡]�Z���@¯§ü�¼���ýR����£����ª��� wΦ

�ª�¹�������!�N��£��s��� ¢�¬���¡ �8ý-�s¡]ýR¡ ��¤h�N¼����������mº»¼��Z¡N����¼��
��Å*¥��ª��£Z�ª����Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���[��ý LMk,ε

�ª�å�����ÉÄ1���'º»�BTp�N¼����������N¼��"¡ ���s� ���\�sý�����¡å¥A�s¡ �N��£Z���©��¡§£ ¼��s��£��2�ª�
���



��¼������Q�A���ª�N����� �sý wΦ.
ü�¼����}ýR¡ ��¤h�N¼������Q�A���½�����s����ý wΦ

�s��� ��¼A����Ä!�m�N�8¥�¡N�s¥�s�N�½�����s�}�*¯���¯ ø2ºx�
��	����s���8��¼��§�Z� �N��¤2�����

‖Eε
(
γLMk,ε

wΦ

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
=

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k,ε
−
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xt,ε)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k,ε
−
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xb,ε)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

ρ−αε

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k,ε
−∆0

)
(wΦ ◦Xm,ε)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xt,ε)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+ c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xb,ε)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

cε−α
∣∣∣∣ρ2k+3∇(wΦ ◦Xm,ε)

∣∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 cκ ε
4 + cκ ε

5
2 6 cκε

5/2.

ü�����	����s���8��¼��ª�»�Z� �N��¤2�����¹ºx����� ���z��¼��KýR�����ª�	º»�ª��Îp�s�����3T
sup

[s0+1,sε]×S1

e−δs
∣∣cosh−2 s(wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣
0,α;[s,s+1]

6 c sup
[s0+1,sε]×S1

e−δse−2(sε−s)e−2s|φt|2,α 6

c e−2sε |φt|2,α 6 cκε
4

[��p�N�ª¤2�ª����¡x��� �N��¤2���N�K¼����ª����ýR��¡���¼���	>���N���s¤ �Z���r\��s���
sup

[ρε,ρ0]×S1

|∇(wΦ ◦Xm,ε)| 6 cε−α‖ρ2k+3∇wΦ‖C0,α([ρε,ρ0]×S1) 6 cκε
5/2

���sÎ��Z�N¼���¡�º»�ª��¼p��¼���ý-�s£Z����¼���� sε = − ln ε �s��� ρε = 2ε, ýR¡N�s¤Ýº»¼���£´¼ e−2sε = ε2 �s��� ρ−αε = ε−α.

®]� ����Îp��¼���¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª���»��ý L̃ε ��������¼��§���3�A���½���ª�����sý γ, ºÿ����	����s���
‖Eε
(
γL̃εwΦ

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 cε2‖wΦ◦Xt,ε‖C0,α

δ ([s0+1,sε]×S1)+cε
2‖wΦ◦Xb,ε‖C0,α

δ ([−sε,−s0−1]×S1)+

+cε2−α‖wΦ ◦Xm,ε‖C0,α([ρε,ρ0/2]×S1) 6 cκε
5/2.

ü�¼��É�Z� ���ª¤"�_�����sý ‖Eε (γP (wΦ)) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

���H¡N�Z�©���N���z���2�N¼��å��� �N��¤2�����§�sý���¼��É¼��s¡N�ª¬������´�s�/£���¤p¾
¥>�����Z�!�N�8�s���Y��¼����ª¡����Z¡N�ª�_�����½�������sým��¡ ����¡������z�sý¹��¼��z����¡ ¤"�s�x����£Z�N��¡����Q� ��¡ ý-��£�� �s���+���G��¼��
���Q�A���ª�N�����z��ý4��¼��§ýR����£Z�N����� γ [-� ����[V�1¯����\�\���� MT

k,ε
¯�²³�¹�ª�H£Z���!���Z�����Z�!�]����¡N��£��s���@��¼����H��¼�����¥>�Z¡¶¾

���N��¡ Eε ��Å1���Z�����H�N¤��1�s��¼��ª¢"��ýR����£Z���ª��� g ∈ C0,αδ (MT
k,ε)
���D��ýR����£����ª��� C0,αδ (Mk,ε)

� �?	�� ���s�!�N�©�s�ª�ª¢
�����N�N����Îz�ª�å�ª��£´¼A�s��Îs���$��� MT

k,ε
�s���$�N���N�N����Î �½�å��Ç!�A�s�Í�N�Ê��¼��"�1������ýR����£Z�N�����Q���Q��¼��2¡N��¤2�s�ª���ª��Î

¥A�s¡¶�K�sý Mk,ε. P
Äs����¥��§��¡N�s£´Ä �sý±��¼��p���ªþ��¡N�Z��£��p�sý±��¼��p¤2���s�}£���¡¶��������¡N���§�sýÿ�8���s¤��pÎs¡��s¥�¼C�sý

�2ýR����£Z���ª������	>����� MT
k,ε
£���¤�¥����N��� º»�ª�N¼�¡N�Z�N¥>�Z£Z�K�N�"�Àºx�8���½þ��Z¡N�����m¤��Z�N¡N��£Z��¯]²³�m�ª�¹� ��§�£��ª���!�¹���

���¶���ª¤"���N�m��¼������s¡N¤ ��ý γP (wΦ)
�����½¢8��� MT

k,ε,
º»¼���£´¼Ê�ª���N¼��§£���¤�¥A�s£��H¥A��¡ �H��ý Mk,ε

£Z�����´�s�ª�����
��ø



�����2�����ªÎ�¼�	>�s��¡N¼��1�1� �sý±¡N�s���ª��� rε = ε/2 �sý {0, 0} × R. ü�¼��ÉýR����£����ª��� γ �ZÇ1���s��� ε4 cosh2 s �����¼��]£��_�����������A�����Z�����ÿ�sý MT
k,ε,
��Ç!�A�s�ª� ε4/|x|4 ���Í��¼��]¤����������������@*��Ç!�A����� ε4 ý-�s¡ÿ��º���¢D�N¼��]�Z������¯Ã ��¡¶��¼��Z¡N¤���¡N�H�ª�ÿ���Í����� ¢����É¥�¡ �'���]�N¼A���ÿ�N¼��¹¼��s¡N��¬Z���!���s��£Z��¤2¥>�s��������� N1, N2

�sý@�N¼��¹���s¡N¤2�s�A���Z£�¾
���s¡x�����N¼��KÎ�¡N�s¥�¼��sý wΦ

��	>�������N¼��K¤��������ª�]�����z�sý MT
k,ε,
�s¡ �s�������	��N�s�����N�¹���s�ª���s��N¤2�s�ª���Z¡Í��¼A���

�D£Z�����¶�´�s���H�N��¤���� ε2 ¯hRQ�§Î��Z� ‖Eε (γP (wΦ)) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

6 c ε5/2.

«¹�§ýR��¡K��¼����©�s�¶���N��¡ ¤ÊUºx��¡N��£��s������¼������N¼��2��¥>�Z¡����N��¡ Qε
¼��s���Àºx�Ê���ªþ��¡ �����å��Å*¥�¡ ���N�N�ª�����É�½ýÿºx�

£��s���N�ª����¡»��¼��å£����N�������ª�A�s�@�P¢1¥>�å�����}�s���Ê��¼��å¥����s�A�s¡»�Z����[-�N�Z�É�ZÇ!�A�����ª����[V�1¯��!��\»������[��*¯ûø���\�\�¯�²³�
¼����ª������¼A�_�

‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

6 cκε
5/2.

²À��ý-�s£Z�
‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 cε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xt,ε‖2C2,α

δ/2
([s0+1,sε]×S1)

+

cε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xb,ε‖2C2,α

δ/2
([−sε,−s0−1]×S1)

+ cε2(1−α)‖|x|
2

ε2
wΦ ◦Xm,ε‖2C2,α([ρε,ρ0/2]×S1) 6 cκε

5/2.

«¹��ýR��¡��N¼��§�N�Z£������Ê���¶���ª¤"���N�s*ºx��¡ ��£��s�����N¼A���

T (Φ, v) := Gε,δ ◦ Eε
(
γ
(
P (wΦ + v) + L̃ε(wΦ + v)− LMk,ε

wΦ +Qε (wΦ + v)
))

.

ü�¼��Z�
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk,ε)
6

6 ‖Eε (γ (P (wΦ + v2)− P (wΦ + v1))) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

+ ‖Eε
(
γL̃ε(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
+

+‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

.

RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�»ýR¡ ��¤ ��¼��§£Z����� �����Z¡����N�������»��	>�	���§�ª��ýR�����ª�	º»���N¼A���
‖Eε (γ (P (wΦ + v2)− P (wΦ + v1))) ‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 cε3/2||v2 − v1||C2,α

δ (Mk,ε)
,

‖Eε
(
γL̃ε(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 cε2||v2 − v1||C2,α

δ (Mk,ε)�s���
‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α

δ (Mk,ε)

6 c||v2 − v1||C2,α
δ (Mk,ε)

(
ε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xt,ε‖C0,α(Et,ε) + ε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xb,ε‖C0,α(Eb,ε)+

+ε2−α‖|x|
2

ε2
wΦ ◦Xm,ε‖C0,α(Em,ε)

)
6 cκε

2||v2 − v1||C2,α
δ (Mk,ε)

.

ü�¼��Z�
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk,ε)
6 cε3/2||v2 − v1||C2,α

δ (Mk,ε)
.

���



ü����N¼��	º ��¼��§���s� �»�Z� �N��¤2�����m�ª�������N�´§2£Z���Z�!�H�N����	��N�Z¡ ���§��¼A���
‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α

δ (Mk,ε)
6 ‖Eε (γ (P (wΦ2 + v)− P (wΦ1 + v))) ‖C0,α

δ (Mk,ε)
+

+‖Eε
(
γL̃ε(wΦ2 − wΦ1)

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
+

+‖Eε (γ (Qε (wΦ2 + v)−Qε (wΦ1 + v))) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

6

6 cε3/2‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) + c‖v‖C0,α
δ (Mk,ε)

‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) 6 cε3/2‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1).

p æUÚ!ã�ó_Ú1é õBq-Ö�±¶q «Cq� {Qx � { B := {w ∈ C2,αδ (Mk,ε) | ||w||2,α 6 2cκε
5/2}. � yo{Q|·xzyo{J| t | w¹� |U{ v�u�=vQ���i� |�� T � {z�]|U{ �;v��Qt`� {Wy v`~@v }�| � �<}o{]���´{ ���ot`� |ox v � | B.

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼���¥�¡ �Z�1�������H�ª��¤�¤"�É�N¼��	º»�H�N¼A����A�½ý ε ����£ ¼��s�N���Ê�N¤2�s�ª�@�Z������Îs¼@A�N¼��§�������ª�������s¡�¤"��¥*¾¥��ª��Î T ���8�$£�������¡N�s£Z�N�����k¤2�s¥�¥�����ÎQýR¡N�s¤ ��¼���	A����� B �sý�¡N�s������� 2cκε5/2 ��� C2,αδ (Mk,ε)
�������

�ª�N�N�Z�ªýP¯ÿü�¼����»���������§ýR���ª�ª�'º»��ýR¡N��¤ ��¼������¶����¤2���N����ý4��¼�������¡ ¤ �sý T (Φ, 0). ¨ �����N��Ç!���������ª¢���¼��s��Ä!����.�*£´¼oós������¡5��Å*�Z� ¥>���ª�!����¼��Z��¡N�Z¤Ê T ¼A���]�p�����ªÇ!���k��Å*���Ê¥>������� w �ª����¼��ª�ª	A�s����¯
ü�¼��ª�K�s¡NÎs��¤2�Z�!�m¥�¡N�'�1�ª�����K�"¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-��£�� MT

k,ε(Φ)
º»¼��ª£ ¼}�ª�m£Z���s�N�É�N� MT

k,ε
�s���}¼��s�¹��¼�¡ ���	>�������A�s¡N�ª���Z¯�ü�¼����H� ��¡ ý-�s£Z�å���Z�£��ª���N�§�N�2�ª�N�H��¥�¥>��¡¹�s��� �ª�'ºx�Z¡%	>�s�����A�s¡¶¢��D���Z¡ �N��£����UÎ�¡���¥�¼Ê�'���Z¡

��¼��å�����1���ª��� Brε −Brε/2,
º»�ª�N¼ rε = ε/2, º»¼���� ��¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬����N�ª�s�����Z�¡N��� ¥>��£����ª�s���ª¢s�Î��½�����'	�¢

Ut(r, θ) = σt,ε + ε2 ln

(
2r

ε2

)
+Hϕt(sε − ln

2r

ε2
, θ) + Vt(r, θ),

Ub(r, θ) = −Ut
(
r, θ − π

k + 1

)

º»¼��Z¡N� sε = − ln ε. VH����¡�	!¢[��¼��Ê¤��ª�����ª�"	>���������s¡ ¢[��¼��Ê� ��¡ ý-��£��Ê�ª���C���Z¡ ���ª£��s��Î�¡���¥�¼+º»¼����N�¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s���ª�
Um(r, θ) = H̃ρε,ϕm

(
ε2

r
, θ

)
+ Vm(r, θ).

ü�¼���	>�������A��¡N���Z�ÿ��ý@�N¼��]�N��¡ ý-�s£Z�¹£Z��¡N¡ ���N¥>�s���"��� r = rε.
«]������¼��HýR����£Z�N������� Vi, i = t,m, ����¥>�Z��������z�ª�������s¡ �½¢"��� ε, ϕ.

� Ú*é$é$ÜQõ¶q-Ö²±¶q � q=� yo{ � }´| � x �Ht | Vt(ε, ϕt) ~3v x �D~ �d{ ~ ‖Vt(ε, ϕt)(rε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)
6 cε2

v | �
‖Vt(ε, ϕi,2)(rε·, ·)− Vt(ε, ϕi,1)(rε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)

6 cε3/2−δ‖ϕi,2 − ϕi,1‖C2,α
[V�*¯ûú���\

� yo{ � }�| � x �Ht | Vm(ε, ϕ) ~<v x �D~ �d{ ~ ‖Vm(ε, ϕ)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)
6 cε2

v | �
‖Vm(ε, ϕm,2)(ρε·, ·)− Vm(ε, ϕm,1)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)

6 cε3/2‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α
[V�*¯ûús��\

��ú



� ó_ã@ã�ä_q RQ�±�¶�´�s¡¶�U��	��N��¡¶�1����Î���¼����@��¼���ýR����£����ª����� Vt, Vb, Vm �s¡ ����¼���¡N���¶��¡N�ª£Z�N����������� Et,ε, Eb,ε, Em,ε�sý4�9��Å*�Z� ¥>�s���!��ýR��¡���¼����s¥>��¡��_����¡ T. ü�¼����z��¼��Kº����!���Z�Ê���¶���ª¤"���N����ýR���ª�ª�'ºXýR¡N�s¤
‖Vi(ε, ϕ2)(·, ·)− Vi(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄rε−Brε/2) 6 ceδsε‖T (Φ2, Vi)− T (Φ1, Vi)‖C2,α

δ (Ei,ε)
,

ýR��¡ i = t, b �s���
‖Vm(ε, ϕ2)(·, ·)− Vm(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄rε−Brε/2) 6 c‖T (Φ2, Vm)− T (Φ1, Vm)‖C2,α(Em,ε)

�s�����N¼��K��¼��ª¡N���Z� ���ª¤2�����K��ý4¥�¡ ��¥>��� �ª���ª���z�*¯ ÷ ��¯ ø�¯

ô
ò<ñ$ñ ùêú 2¬7 ö�8�) ú P3-"6 /@û�ýÝö@N!) ú + 4'ök8�ö
²À����¼��ª���N��£����ª����ºx��� ¼A�s�ª�@£���¤�¥��ª�Z�N�m��¼��§¥�¡ �1�sý4��ý0�N¼�����¡ ��¤h�*¯ ÷ ¯ ÷ ¯
®]� ����Îp��¼��§¡N��� ���ª�H��ý4�N��£����ª��� �*¯��1�ºx����	*�´�s�ª���Pºÿ�2¤������ª¤��s��N��¡¶ý-�s£��Z�H��¼A�_�]�s¡N�§¥>�Z¡ �N��¡�	A�_�����s���»�sý
�Àºx��¥A�s¡¶���±�sý�N¼��»£����N�����s�������3�A���Z�"�ª� M2×R. ü�¼��5�A¡ � �Í�N��¡¶ý-�s£Z�s!��¼����±ºÿ�H�������s���%	�¢ St,dt(ϕt),��ý��N��¡D�}�N¡��s���N�©�_�����s��	�¢ dt �s������Î���¼�� x3 ¾À�_Å*���ZÍ£����©	>��¥A�s¡���¤2������¡ ��¬Z��� ��� B2rε − Brε

�s�p��¼��
����¡¶���ª£��s�@Î�¡N�s¥�¼z��ý

Ūt(r, θ) = ε2 ln
2r

ε2
+ dt +Hrε,ϕt(r, θ) +OC2,α

b
(ε2),

ü�¼��m�N��£Z�������N��¡ ý-�s£Z�s��N¼A���xºx�m�������s���W	!¢ Sb,db(ϕb), º»¼��Z¡N� ϕb(θ) = ϕt(θ− π
k+1

) ����� db = −dt,£����^	>�§¥A��¡��s¤��Z�N��¡N�ª¬��Z�z�ª� B2rε −Brε
�s���N¼��K����¡¶����£��s�@Î�¡���¥�¼z�sý

Ūb(r, θ) = −Ūt
(
r, θ − π

k + 1

)

®]� ����Î���¼���¡N�Z�N���½�å�sý��N�Z£Z�N�����\�*¯ûú*Uºx�2£��s�$£Z����� �N¡N��£��å��¼���¤2�ª���ª¤2����Î�¡N�s¥�¼ Sm(ϕm). ²³�å£����»	>�¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡N�ª¬��Z�@���� B2rε −Brε ,
�s���N¼��K����¡¶����£��s�@Î�¡��s¥�¼z�sý

Ūm(r, θ) = Hrε,ϕm(r, θ) +OC2,α
b

(ε2).

&ÿ¢\���C��¼��z¡ ���N���ª���sý¹�N��£����ª���k�*¯ ÷ ��Íºÿ�Ê£��s�Y��	����s���+�C¤2�ª���ª¤2�s�ÿ�N��¡ ý-��£�� MT
k,ε(Ψ), º»�ª��¼ Ψ =

(ψt, ψb, ψm),
º»¼��Z¡N� ψb(θ) = ψt(θ − π

k+1
), º»¼���£´¼z����£Z����� �K��������¡N����£����N���Ê�s���z� £��s�ª���zÎ��Z�1��� k¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!��� ��¡ ý-��£����s����¼A�s�4�N¼�¡N�Z�d	>���������s¡N�ª����¯4ü�¼����4�N��¡¶ý-�s£����ª��s£����s�N�ÿ���m�½���4��¥�¥>��¡

�s�������	ºx�Z¡]	>���������s¡ ¢s*�K����¡¶����£��s�AÎ�¡N�s¥�¼��	����¡±�N¼��]�s���1���ª��� Brε−Brε/2,
º»¼��s�N�]¥��s¡��s¤�����¡N�ª¬����N�ª���

���Z�¡N�Z�N¥>��£����½�����ª¢s�Î��½�����!	!¢

Ut(r, θ) = σt,ε + ε2 ln

(
2r

ε2

)
+Hψt(sε − ln

2r

ε2
, θ) +OC2,α

b
(ε2),

���



Ub(r, θ) = −Ut
(
r, θ − π

k + 1

)

º»¼��Z¡N� sε = − ln ε. VH����¡�	!¢\�N¼���¤����������;	>���������s¡ ¢\�N¼����N��¡ ý-�s£Z�z�ª�D�}�s��¡ �N��£��s��Î�¡��s¥�¼ º»¼����N�¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s���ª�
Um(r, θ) = H̃ρε,ψm

(
ε2

r
, θ

)
+OC2,α

b
(ε2).

RQ�å���N�N��¤2�K��¼�������¼��§¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡N�»�s������¼���	�s�����A��¡ ¢8ýR����£������s���H��¡N�§£´¼���� ���Ê�N�D��¼����
|ηt|+ |ηb|+ ‖ϕt‖C2,α(S1) + ‖ϕm‖C2,α(S1)+

+‖ψt‖C2,α(S1) + ‖ψm‖C2,α(S1) 6 κε2,
º»¼��Z¡N� ηt = dt − σt,ε,

�N¼��D£��s��� ���s�!� κ > 0 �ª�W��Å*���Q���s¡NÎs����������Î�¼@¯pü�¼��pýR����£������s��� OC2,α
b

(ε2)¡N�Z¥��©��£�����¼���ýR����£������s��� Vt, Vm, V̄t, V̄m ��¼������s¥�¥>���s¡§���K��¼��D�����Q��ýÿ�N��£����ª�����å�*¯ûú*��*¯����s���$�*¯ ÷ ��¯ü�¼���¢Q����¥>�Z���\�������ª�������s¡N�½¢����Q�N¼��2���ªþ��¡ �����É¥��s¡��s¤��Z�N��¡ �É�s���I	>�������A��¡ ¢G�A������ýR����£Z�N�������@	��*�
��¼��Z¢D�s¡N�ª	>�����������.	�¢D�K£������ �´���!��[-�ª�����Z¥>�������Z�!�ÿ��ý κ �s��� ε \0���ª¤2�Z� ε2 �ª� C2,α

b
����¥>���ª��Îs¢ssº»¼���¡ �

¥A�s¡¶�����s������¡ �ª���_���ª���Z�É�s¡ ���´�sÄs�Z�$º»�ª�N¼$¡ ���N¥>�Z£Z�É���Ê�N¼�������£�����¡@��������� r∂r �s��� ∂θ. ²³�É¡N�Z¤2�s�����K����N¼��'ºÝ�N¼A�����ýR��¡K�s�ª� ε �N¤2�s������������Î�¼@@�ª�m���¹¥>���N� �D	��ª�É����£´¼��1��� �p�N¼��p¥��s¡��s¤��Z�N��¡ �§�����e	>�������A�s¡¶¢ýR����£����ª�����»�ª���N��£ ¼ �pºx�	¢8��¼�������¼��§�N��¡ ý-�s£Z�
St,dt(ϕt) ∪ Sb,db(ϕb) ∪ Sm(ϕm) ∪ M̄T

k,ε(Ψ)

���m� C1 � ��¡ ý-�s£Z�D��£�¡N�s�N�m�N¼��J	>�������A�s¡N�ª���m��ý±��¼������ªþ��¡ �����K�N��¤2¤2�s������¯§µH�ZÎ������s¡N�½�P¢���¼�����¡¶¢Êº»���ª�
��¼����Y�Z���N��¡ �z�N¼A���D�N¼����p�N��¡¶ý-�s£Z�z���p���[ý-�s£����N¤��1�s��¼+�s���©	�¢ £Z�����¶��¡N��£Z���ª���+�ª�p¼A�s�p��¼�������� ��¡ ���
¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z��¯±ü�¼�����º»�ª����N¼���¡ �ZýR��¡ ��£Z��¤�¥��������m�N¼��§¥�¡N�1�sý0�sý���¼��§¤2�s���"��¼��Z��¡N�Z¤Ê¯
²³�H�ª������£Z���N�N�s¡ ¢��N�DýR���n�A�ª���¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp�¶¢*�¶���Z¤h�sý0��Ç!�A�_�����s���





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

��� S1. ü�¼����A¡ � �»��¼�¡N���§��Ç!�A�_�����s���»�����s�����p��¼��§�¶¢*�¶���Z¤
{
ηt + ϕt − ψt = OC2,α

b
(ε2)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε2),
[V�*¯ûú���\

º»¼��Z¡N� ηt = dt − σt,ε.
ü�¼������s� �H��¼�¡ ���É��Ç!�A�_�����s���¹Î��½���å�N¼��É� ¢1�¶����¤ [Rºÿ�p�s¥�¥����ª���Ê���Z¤2¤2�2�*¯ ÷ �*¯��

�s��� �1¯ ÷ �*¯ùú�\
{

∂∗θ (ϕt + ψt) = OC1,α
b

(ε2)

∂∗θ (ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε2).
[V�*¯�����\

���



¸]�Z¡N� ∂∗θ ���Z���s���Z�»��¼��§��¥>�Z¡����N��¡�º»¼���£´¼Ê�s�N� �1£��������Z�»�N� φ =
∑

i>1 φi cos(iθ)
��¼��KýR����£Z�N����� ∂∗θφ =∑

i>1 iφi cos(iθ).
ü�¼��ÉýR����£Z�N������� OCl,α(ε

2) ���z��¼��É��	>�'���É� Å*¥A�s��� �������¹����¥>�Z���}�������ª�������s¡ �ª¢������¼������ªþ��¡N�Z�!��¥A�s¡���¤2������¡ ���s���
	>�s�����A�s¡¶¢É�A���´�]ýR����£����ª�����,	�������¼���¢p�s¡ �d	>�����������
	!¢��¹£������¶�´�s���[-�ª�����Z¥>�������Z�!�2��ý κ �s��� ε \å����¤��Z� ε2 ��� C l,α ����¥>���ª��Îs¢s¯ °�¡ ��� �Z£Z�N����ÎC�Z���Z¡ ¢ ��Ç!�A�_�����s�+�sýH��¼��ª�
� ¢1�¶����¤ �'���Z¡���¼�� L2 ¾À�s¡ ��¼���Î������s��£���¤�¥��ª��¤������»��ý Span{1} �ºÿ����	����s���8��¼��§�¶¢*�¶���Z¤





ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε2)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε2)

∂∗θϕt + ∂∗θψt = OC1,α
b

(ε2)

∂∗θϕm + ∂∗θψm = OC1,α
b

(ε2)

[V�*¯�� ÷ \

� Ú*é$é$ÜQõ¶q-Ö�Öoq-Örq=� yo{ tj� { u�v x t`u h � {z�]|U{ �;� ¤
C2,α(S1)→ C1,α(S1)

ϕ→ ∂∗θϕv�� x � |�� t | � }´| � x �Ht | ~ xzy v x v�u { t`u xmy t � t | v�w x t xmyo{ ��t | ~ x v |ox � }´| � x �Ht | � |·xzyo{ L2 ® ~ {Q| ~ { v | �'v�u {{ � {Q|�¯ �D~�� | � { u x ���<w { ¦
� ó_ã@ã�ä_q R$�§��	�� ��¡¶�����N¼A���»�ªý�ºÿ�����Z£���¤�¥>��� � ϕ =

∑
j>1 ϕj cos(jθ),

��¼��Z�

h(ϕ) =
∑

j>1

ϕj cos(jθ),

��¼����¹�ª�H£������s¡N�½¢����!�s��¡ �N�D	��ª�KýR¡N��¤ H1(S1) �ª�!�N� L2(S1). V]�	ºñ�Z���ª�ª¥����½£§¡N�ZÎ����©��¡N�ª�À¢8�N¼����s¡ ¢z��¤�¥��ª�½�����¼����»�N¼������ª�»�s��� �p��¼��§£��s�N�Kº»¼����z��¼�������¥>��¡N�����s¡»�ª�����3�������^	>�Z�Àºx���Z��¸]���ª����¡�� ¥A�s£Z����¯
®]� ����Îp��¼�����¡N�Z�N���½�����¼��§� ¢1�¶����¤¬[V�*¯�� ÷ \x£��s�'	>�§¡N��º»¡N�½�N���Z�Ê�s�

(ϕt, ϕm, ψt, ψm) = OC2,α(ε2). [V�*¯�����\
µ»��£������H��¼A�_�8��¼��}¡N�ªÎ�¼!�"¼A�s���T�N�ª��������¥>�Z�������������ª�������s¡ �ª¢ ��� ϕt, ϕb, ψt, ψm �s���%�s�ª�N�\���k��¼��¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡ ηt. RQ�É���1�sÄ����]�N¼����H��Ç!�A���N���������m�=��Å*�Z�}¥>�������]¥�¡N��	����Z¤ �s���b��Å κ �©��¡NÎ����Z������Îs¼@¯ü�¼A�s��Ä1�É�������¶���ª¤"���N����[V�*¯ ÷ ��\ D[V�1¯ù�sú�\ 5[V�*¯ûú���\��s���³[V�1¯ùús��\ 4ºx�8£��s�\���N���^��Å*���[¥>�������å��¼��Z��¡N�Z¤
ýR��¡x£Z������¡��s£����ª���8¤2�s¥�¥�����Î��ÿ�ª�"��¼��W	��s���>�sýU¡���������� κε2 �ª� (C2,α(S1))4 ������	*�´�s�ª�@1ýR��¡x�s��� ε �N¤2�s�����������Î�¼@/�"�N���ª�����ª��� (ϕt, ϕm, ψt, ψm)

��ý9[V�*¯�����\´¯§ü�¼��ª�m�N���ª�����ª���b	>���ª��Î8��	����s�����Z�}�;��Å*���C¥>���ª�!�
ýR��¡»£Z���!�N¡��s£������s�z¤"��¥�¥�����Î��s���z��¼���¡N��Îs¼!�»¼A�s���Ê� ��������ý@[V�*¯�����\¡	>���ª��Î2£Z���������!��������º»�ª��¼z¡N�Z�N¥>�Z£Z�
���É�s�ª�A�A������!ºÿ�¹� ���]�N¼A���Í��¼����]��Å*���8¥>�s���!� (ϕt, ϕm, ψt, ψm) ����¥>�Z������£Z���!�N���!������� �ª¢'[��s���2����ý-��£Z��N¤��1�s�N¼��ª¢�\x�����N¼���¥A��¡��s¤��Z�N��¡ ηt. ²À���N��¡¶���ª��Î��N¼��KýR���������Z�Ê�N���ª�����ª�����ª�!�N�^[V�*¯ûú���\��s����[V�1¯��s��\ �ºx��N�Z�§��¼A�_�H�½�»¡ ��¤2�s�����x���D�N���½�����s����Ç!�A���N��������¼A���»£��s�'	>��¡ �Zº»¡ �ª�N�N���z��������¡H�s�

ηt = O(ε2), [V�*¯���ø�\
º»¼��Z¡N� ��¼��������ª¤��sÿ��¼�� ¡ ��Î�¼��2¼A�s���k� �����Ê����¥>�Z�������������ª�������s¡N�½¢[��� ηt. V]�	º§»¥�¡N�'�1�ª����� κ ¼��s�	>���Z���*Å��Z� ���s¡NÎs�2�Z������Î�¼��ºx�8£��s�\���N� · ��¡N�	¢�¾��*£ ¼?ós�����Z¡J�*Å��Z� ¥>�s���!����¼��Z��¡N�Z¤ �ª�$�N¼��;	A�s�ª�Í�sý

���



¡���������� κε2 ��� R �N���N���½���.[V�*¯���ø�\ �ýR�s¡H�s�ª� ε �N¤2�s�ª�@�Z������Îs¼@¯ÿü�¼����»¥�¡N�	�1�����Z�]�D�N���]�sý4¥A��¡��s¤��Z�N��¡N��s���»	>�������A�s¡¶¢Q�A�_�´�Ê� ��£ ¼$��¼����"[V�1¯ùú���\§�s����[V�*¯�����\K¼��s���@¯�¿±Ç!���½���s�ª�������½¢}ºx�"¼A�����"¥�¡N�	�����$��¼��
��Å*�ª� ���Z��£�� ��ýK�G�N���ª�����ª���+�sým�¶¢*�¶���Z¤2�a[��*¯ûú���\p�s����[V�*¯�����\ ¯³�1�Q�N¼��Ê¥�¡ �1�sým�sý¹��¼�����¡ ��¤ �1¯ ÷ ¯ ÷ �ª�
£��s¤2¥��ª�Z�N�s¯

ô
ò<ñ�ô (2131a25-!4"P�)
_�605�_�6:5 £zE.D�MgBhGP<AScLd��UCLWGP@C<AB7G³B.|}LeDyE.UCB.D�@
ü�¼��§¡ ���N���ª����£Z���!���s�����������8�N¼������N�Z£Z�N�����z�s¡ �§��	>��������¼��K��Å*�ª� ���Z��£��§�sý0� ��¤��K¼A�s¡ ¤2�s����£¹� Å*�N����� �����
��¥>�Z¡����N��¡N�Z¯8ü�¼��=�A¡ � �å������Î��ª�s���§��¼���¼A�s¡ ¤2�s����£p��Å1�N����� �����$�sý���ýR����£������s�Q���Q�A���Z�\��� ∂Br0

���
D2 \Br0 .� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�õ¶q-Ö1õBq�Öoq=� yo{ u {>{�� �D~ x ~@v | tj� { u�v x t`u

Hr0 : C2,α(S1) −→ C2,α(S1 × [r0, 1]),

~ } � y'xmy v x ��t`u { � { u ¤"{ � {Q| � }�| � x �Ht | ϕ(θ) ∈ C2,α(S1) ¯]xzyo{ � }´| � x �Ht | wϕ = Hr0,ϕ
~Ft`w¹� { ~





∆0wϕ = 0
t | S1 × [r0, 1]

wϕ = ϕ
t | S1 × {r0}

wϕ = 0
t | S1 × {1}.

� t`u { t`� { u ¯
||Hr0,ϕ||C2,α(S1×[r0,1]) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),

[V�*¯����\
��t`uW~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0

¦
&x�Z����Î S1× [r0, 1]

�K£Z��¤2¥��s£Z������¤2�s���@���¼�����Å*���¶���Z��£��H�sý>��¼��»�N�s�����N�����p��ý>��¼��HÁ¹�ª¡N�ª£ ¼����Z��¥�¡ ��	����Z¤
��	>�	�����ª�»�D£Z�©�s� �N��£��s�@¡ ���N���ª���ýR��¡�� Å���¤2¥����K�N�Z�§��¼��Z��¡N�Z¤h�*¯ ÷ ����ýdX ��Z�¯
ü�¼��������ªÇ!�������Z�N�]�sý0��¼����N�s�����N�����8ýR�����ª�	º»��ýR¡N�s¤ ¤2�_Å*��¤���¤ ¥�¡N�ª��£��ª¥�����¯�ü0��Î����H�N¼��§ºx�s�!�N���Ê���¶���½¾
¤2�������sý±��¼��p����¡N¤ �sýÍ�N¼��D� �������N�������ºÿ�D��	�� ��¡ ���p��¼A���K¤"�'Å��ª¤���¤ ¥�¡ ����£Z��¥������s��� ����¤�¥��ª�ª�Z�¹��¼����
sup |wϕ| 6 c sup |ϕ| �����"��¼����xºÿ�m£��s�8��	����s���2�N�ª¤����ª�s¡±���¶���ª¤"���N���W[R���!���s�ª�1����Î��N¼��¹����¡ �ª�_�����½�����x��ý
ϕ \ÿýR��¡���¼��§����¡N¤ �sý���¼��§���Z¡N�½�������½�������sý wϕ ýR¡ ��¤ ��¼�����¡�¼��s¡N¤������ª£��½�À¢�¯
V]�	ºSºx��Î��½���m��¼��§� �������Z¤2�Z�!�H��ý��p¡N�Z�N���½�»º»¼���� ��¥�¡N�1�sý0�ª�»£Z�����´�s�ª�����z�ª�·X���Z�¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�õ¶q-Ö1õBq�õBq=� yo{ u {>{�� �D~ x ~@v | tj� { u�v x t`u

H : C2,α(S1) −→ C2,α−2 ([0,+∞)× S1),

���



~ } � y=xmy v x ��t`u�v�wmw ϕ ∈ C2,α(S1) ¯h{ � {Q| � }�| � x �Ht | v | �9t�u xmy t � t | v�w x t ei, i = 0, 1
� |"xmyo{ L2 ® ~ {Q| ~ {j¯xmyo{ � }´| � x �Ht | w = Hϕ

~Ft`w¹� { ~
{

(∂2s + ∂2θ )w = 0
� | S1 × [0,+∞)

w = ϕ
t | S1 × {0}

� t`u { t`� { u
‖Hϕ‖C2,α

−2 ([0,+∞)×S1) 6 c ‖ϕ‖C2,α(S1),��t`uW~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0
¦

ü�¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¡ ��� ���ª�»Î��ª���Z�H�D¼��s¡N¤������ª£m��Å1���Z���N�ª���Ê�sý4�pýR����£Z�N��������� R2 \Dρ̄.� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�õ¶q-Ö1õBq�öBq=� yo{ u {>{�� �D~ x ~@v | tj� { u�v x t`u
H̃ρ̄ : C

2,α(S1) −→ C2,α(S1 × [ρ̄,+∞)),

~ } � y^xmy v x ��t`u { v�� ya{ � {Q| � }�| � x �Ht | ϕ(θ) ∈ C2,α(S1) ¯O My �H� y �D~ L2 ® t`u xzy t � t | v�w x t xzyo{ �jt | ~ x v |ox� }�| � x �Ht |�xzyo{Q| wϕ = H̃ρ̄,ϕ
~Ft`w¹� { ~
{

∆wϕ = 0
t | S1 × [ρ̄,+∞)

wϕ = ϕ
t | S1 × {ρ̄}.

� t`u { t`� { u ¯
||H̃ρ̄,ϕ||C2,α(S1×[ρ̄,+∞)) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),

[V�*¯���ú�\
��t`uW~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0

¦
� ó_ã@ã�ä_q RQ�\£Z����� �����Z¡ �N¼��\���Z£��s¤2¥>��� �ª�N�����S�sýp��¼��$ýR����£����ª��� ϕ º»�½��¼W¡ ���N¥>�Z£Z�}�N����¼��»	A�s� ���
{cos(iθ)} ���¼����H�ª�

ϕ =
∞∑

i=1

ϕi cos(iθ).

ü�¼��Z�Ê�N¼��§�N���ª�����ª��� wϕ �ª��Î��ª���Z�'	!¢

wϕ(ρ, θ) =
∞∑

i=1

(
ρ̄

ρ

)i
ϕi cos(iθ).

�*�ª��£�� ρ̄
ρ

6 1, �N¼����
(
ρ̄
ρ

)i
6
(
ρ̄
ρ

)
, ºx�G£����S£�����£Z�������C��¼A��� |w(r, θ)| 6 c|ϕ(θ)| �s���%�N¼����

||wϕ||C2,α 6 c||ϕ||C2,α .
� Ú*é$é$Ükõ¶q-Ö1õBq «�qW {Qx u(r, θ) � {=xmyo{9y v�uQ�;t | �H� {���x�{Q| ~Q�Ht | � {z�]|U{ �et | [r0,+∞) × S1 t�� xmyo{{ � {Q| � }�| � x �Ht | ϕ =

∑
i>0 ϕi cos(iθ) ∈ C2,α(S1)

v | �
~ } � y'xmy v x u(r0, θ) = ϕ(θ).
� yo{Q|

∂∗θϕ(θ) = r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

���



� ó_ã@ã�ä_q ²³ý ϕ(θ) =∑i>0 ϕi cos(iθ),
�N¼�������¼��KýR����£Z�N����� u �ª��Î��ª���Z�'	!¢

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
cos(iθ).

ü�¼��Z�
∂ru(r, θ) =

∑

i>1

ϕi

(
r

r0

)i
i cos(iθ)

r
.

¨ ����� ��Ç!���������ª¢
∂∗θϕ(θ) = r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

� Ú*é$é$ÜGõBq-Ö*õBq � q5 {Qx u(r, θ) � {�xmyo{Wy v�u��;t | �H� {���x�{Q| ~Q�Ht | � {z�]|U{ ��t | [0, r0]× S1 t�� xzyo{>{ � {Q|� }�| � x �Ht | ϕ ∈ C2,α(S1)
v | �
~ } � y!xzy v x u(r0, θ) = ϕ(θ).

� yo{Q|
∂∗θϕ(θ) = −r0∂ru(r, θ)|r=r0 .� ó_ã@ã�ä_q ²³ý ϕ(θ) =∑i>0 ϕi cos(iθ),
�N¼�������¼��KýR����£Z�N����� u �ª��Î��ª���Z�'	!¢

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
cos(iθ).

ü�¼��Z�
∂ru(r, θ) = −

∑

i>1

ϕi

(r0
r

)i i cos(iθ)
r

.

¨ ����� ��Ç!���������ª¢
∂θϕ

∗(θ) = −r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

_�605�_�6`_ abT!Lz|PD�B�Bhj$B7j$|!DyB.|}Bh@�<UC<:B7G´_�6�µP6`_
RQ���¶�´�s¡¶�HÎ��½�1����Î��N¼��§� �������Z¤2�Z�!�H��ý��p£��©���N�N�ª£��s��¡N��� ���ª�H��	>��������¼����ª�_� ��£����½�1�ª�À¢"�sý ∆0.� Ú*é$é$Ü[õBq-Ö1õ¶qn¼Bq � �m� {Q| 0 < r0 < r1 6 1 ¯ w {Qx w � { v;~Ft`w }�x �Ht | t�� ∆0w = 0

t | S1 × [r0, r1]~ } � y'xmy v x w(· , r0) = w(· , r1) = 0
¦.� yo{Q| w = 0

¦
«¹�z£Z����� ��Ç!������£��$�sýå��¼��G���Z¤2¤2� �*¯ ÷ �*¯���]��¼��G��¥>��¡N������¡ ∆0

�������_� �Z£Z���½���s¯ ¸]�Z��£Z�s Ã ¡ ����¼��s��¤
�s�½����¡ �A���N�ª���É�����K���§���N�N��¡ �p�N¼A���m��¼��Z¡N�p��Å*�ª� ���Z����C�����ªÇ!��� w ∈ C2,α(S1 × [r0, 1])

@º»�½��¼ w(θ, r)���_�����¶ý�¢1����Î?T
{

∆0w = f ��� S1 × [r0, 1]
w(·, r0) = w(·, 1) = 0.

[V�*¯�����\
RQ�§ºx�s�!�»�N��¥�¡N�'���K��¼��KýR�����ª�	º»�ª��ÎD���N�N�Z¡ ���ª���@¯

� ÷



��è�è�Ú!ó	á'àRã>Ø�õBq-Ö1õ¶qg��qªs�t`u { � { u ¤ 0 < r0 < 1 ¯ f ∈ C0,α(S1 × [r0, 1])
v | � w ∈ C2,α(S1 × [r0, 1])~<v x �D~z� ¤ � |�� [V�*¯�����\ xzyo{ u {9{�� �D~ x ~@v'�jt | ~ x v |ox c ~ } � y!xzy v x

‖w‖C0,α(S1×[r0,1]) 6 c ‖f‖C0,α(S1×[r0,1]).

RQ�"� ��¥�¥>��� ��	!¢G£Z���!�N¡��s����£Z�N�����C��¼����å�N¼��"�s�N� ��¡ �N�����\�*¯ ÷ �*¯����ª��ý-�����N�����¼A�_�É�����½�å���1�Z�É���s�å��Å*���¶�
�2�����ª���Z¡N�N�s�0£������ �´���!�¹ýR��¡Hº»¼��ª£ ¼ �N¼��É¥�¡N���1�������¹�Z� �N��¤2������¼���������¯]ü�¼��Z�@�ýR��¡H���s£´¼ n ∈ N >��¼��Z¡N���Å*�ª� � r0,n �s��� fn, wn ���_�����¶ý�¢1����Î^[��*¯�����\k[�º»�ª�N¼ r0,n, fn, wn �ª��� �N���s���sý r0, f, w \�� ��£ ¼z�N¼A���

sup
S1×[r0,n,1]

|fn| = 1 ����� An := sup
S1×[r0,n,1]

|wn| → +∞ ��� n→∞.

�*�ª��£�� S1 × [r0,n, 1]
�ª�»�D£��s¤2¥A��£Z�»�N���� An �ª�»�s£´¼���������� �_�]�p¥>������� (θn, rn) ∈ S1 × [r0,n, 1]

¯
ü�¼��É�N��Ç!���Z��£��p�sý��N����� In = [ r0,n

rn
, 1
rn
] £���������¡NÎs���
[-��¥ �N�8� ��¤��É� �?	�� ��Ç!������£��F\]���8�2�N���m�N¼A���]ºx����Z���s���>	!¢ I∞. RQ��� ¼A�s����� ¼��'ºñ��¼����m�½�¹���]���s�}�Z¤2¥*�P¢ ������£������´�s�ª��� 1. ²³ý r0,n < r′ < r′′ < 1,���ª���ª¥��N�ª£m�Z� �N��¤2�����Z�H�����ª�'º%�������D£��s��£��ª�����

sup
S1×[r0,n,r′]

|∇wn| 6 c( sup
S1×[r0,n,r′′]

|fn|+ sup
S1×[r0,n,r′′]

|wn|) 6 c(1 + An),

º»�ª�N¼ c �ª�H�p£��s��� ���s�!�H��������¥>�Z���������]�sý n.
ü�¼��Z�@/�½ý n → +∞, r0,n

rn
→ R1 < 1 �s��� 1

rn
→ R2 > 1. ü�¼��Éý-�s£Z�¹�N¼A��� R1 < 1 ýR���ª���	º»�HýR¡N�s¤��¼�����	>�'���K���¶����¤2���N�¹ýR��¡x��¼��§Îs¡��s���ª�������sý wn �����s¡ r = r0,n.

ü�¼����»��¤�¥��ª�ª�Z�x�N¼A������¼��K� ��¥�¡N�Z¤���¤
An
£��s�����s�k	>�D�s£´¼����������G���§��¥>�s�����mº»¼��ª£ ¼C�ª�¹���1��£Z���s�N�É��� r0,n, �N¼A���K�ª�¹��¼����N¼��p¥>���ª�!�¹º»¼���¡ �

wn
�_�s����� ¼����Z¯¹²À������¼��Z¡]�N��¡N¤��H��¼��åÇ!���s���ª����� r0,n

rn

¡N��¤2�s�ª���%	>���������Z�C��º��	¢�ýR¡N�s¤ 1. ®]�N�ª��Î"�N�ª¤D¾�����s¡H�s¡NÎs��¤2�Z�!�N�¹�ª�]���]¥>���N� �D	��ª�å�N�8� ¼��'ºñ��¼���� ∇wn �ª��	>�s�������Z�C�����s¡ 1 ������£������ ��Ç!���������ª¢������N�
1
rn

¡ ��¤2�s�ª���W	>���������Z�$��º���¢�ýR¡ ��¤ 1. ü�¼��Z�Gºx�D£��s�G£Z����£Z����������¼A��� I∞ ���m���s�§��¤�¥��À¢�¯>RQ�D� �Z�
I∞ = [R1, R2]

º»¼��Z¡N� 0 6 R1 < 1 < R2 < +∞ ∈ R.

RQ�����3�A���
w̃n(θ, r) :=

1

An
wn(θ, rrn)

�s��� f̃n(θ, r) :=
1

An
fn(θ, rrn),

ýR��¡»�s�ª� (θ, r) ∈ S1 × In
�º»�½��¼ In = [r0,n/rn, 1/rn]

¯�ü�¼���� ��ýR����£������s���»�N�����ª� ý�¢ r2n∆w̃n = f̃n.Ã ¡N�s¤ ��¼��§���Q�A���½�����s���sý w̃n, ºÿ����	*�´�s�ª����¼����
∇w̃n =

1

An
∇wn(θ, rrn),

��¼����
|∇w̃n| 6 c

1 + An
An

< 2c.

���



�*�ª��£��z�N¼�� � ��Ç!������£���� (w̃n)n �s��� (∇w̃n)n �s¡N�Ê�����ªýR�s¡N¤��½¢�	>�����������@�«¹� £����ª�½¾³«¹¡N¬Z���D¿}��¼��Z��¡N�Z¤�s� �N��¡ ���]�N¼A���¹�D�N�?	�� ��Ç!������£����sý (w̃n)n £��s�!����¡ Î����]���Ê£��s¤2¥A��£Z�]� �Z�N�¹��ý S1 × I∞
�N�"�����s�*¾À¬Z��¡N�

ýR����£����ª��� w∞,
�N¼A���»���s�����N¼����H��� S1 × ∂I∞.

ü�¼��§ýR����£������s� w∞
�ª��¼��Z¡N�ª�N���N¼���¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z�H�sý w̃n.²À�z¥A�s¡¶����£Z���©��¡��½�»¼��s�����

sup
S1×I∞

|w∞| = 1. [V�1¯�����\
²À����¼��§����¤2�mº��	¢��½��E ��¥>���N� �D	��ª�K�N��¥�¡ �'���K��¼A�_�]�p�N�?	�� ��Ç!������£��É��ý (f̃n)n £Z��������¡NÎs���]�s�z£���¤�¥A�s£���N�����H�sý S1 × I∞

�N�D�N¼��KýR����£Z�N����� f∞ ≡ 0 �N�ª��£���A�ªý n→∞,

sup
S1×In

|f̃n| → 0.

ü�¼��Z�Ê�N¼��§���ª¤��½�xýR����£Z�N����� w∞
¤p��� �»�����N��� ý�¢"�N¼��§���ªþ��¡ �������©���@�ZÇ!�A���N�����

∆0w∞ = 0

��� S1 × I∞
º»�½��¼ �!�����¡	>�s�����A�s¡¶¢\£��������ª���ª�����É��� ∂I∞. �*�}ºx��£��s� £�����£����������N¼A��� ∀r ∈ I∞

w∞(θ, r) = 0. ü�¼�����ýR����£Z���ª���Y���1���"�����"���_�����¶ý�¢�[��*¯�����\���Q£Z���!�N¡��s���ª£Z�N�����@¯kü�¼��ª�"¥�¡N�'�s���2��¼���s� �N��¡¶���ª��� �*¯ ÷ �*¯��*¯
ü�¼����Z���ª�ª¥����½£m���¶����¤2���N�

|∇w| 6 c

(
sup

S1×[r0,1]

|f |+ sup
S1×[r0,1]

|w|
)
,

�s�ª���	º ���"���\Î������$�����½ýR��¡N¤ �Z� �N��¤2�����Ê�sý ∇w. ü�¼��ª�8¥�¡ �'���Z�8��¼�����Å*���¶������£��}�sý��$�N���ª�����ª�����sý
∆0w = f ���3�A����� �s� S1 × [r0, 1]

ýR�s¡�º»¼���£´¼z�ª��¼����ª���
‖w‖C0,α(S1×[r0,1]) 6 c ‖f‖C0,α(S1×[r0,1]).

V]�	º$�½�/�ª�/� ��§�£��ª�����U�������N�Í��Î��s���m�Z�����ª¥��N�ª£4�Z� ���ª¤2�����Z�@�N�»��	*�´�s�ª�m��¼��±�Z� ���ª¤"�_���Z�@ýR��¡��N¼�������¡ �ª���_���ª���Z��¯

_�605�_�6�~ ¤¶<AG!<:MgE7s¸·.D�E.|!T!@v<AG
(D2 × R, ghyp)

²À����¼��ª��� ��£Z�N������_ýR�����ª�	º»�ª��Î$X ø��`ZV_ºÿ�ÿ�N¼��s�����A���å��¼��Í£Z�������½���ª���§�N��	>�Í�����N���f�A���å�N��£´¼å��¼A���U��¼��ÍÎ�¡N�s¥�¼
Σ �sý0�ÉýR����£����ª�������Q�A�����z��� D2 ���x¤2�ª���ª¤2����º»�ª�N¼�¡N��� ¥>��£��»������¼��m¤2����¡ ��£ ghyp = dx2

1+dx
2
2

F
+ dx23,º»¼��Z¡N� F = (1−x21−x22)2. RQ�]� ¼A�s�ª�>�s� �N��¤��H�N¼A���Í�N¼��]�ª¤2¤��Z¡N� ���s�D�sý Σ ��� D2×R ���±Î��½�����.	!¢iT

(x1, x2)→ (x1, x2, u(x1, x2)).

ü�¼�� ¨ ¼�¡N���¶���sþ���@� ¢1¤J	>���ª�� Γkij, ���N�N�1£Z�©�_�������N� ghyp �s�ª���_�s���ª�N¼z��Å*£Z��¥��
Γ1
11 = Γ2

21 = Γ2
12 = −Γ1

22 =
2x1√
F
,

��ø



Γ1
12 = Γ2

22 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
2x2√
F
.

· �Z� e1, e2, e3 	>�D�N¼���£��s�������ª£��s�,	A�s� ���§�sý R3. ü�¼��Z� ε1 =
√
Fe1, ε2 =

√
Fe2, ε3 = e3

�s¡N���s�
��¡¶��¼�������¡N¤2�s�U	��s�N�ª��ýR��¡ M2 × R. ü�¼��§£��1��¡ �����A�_���m���Z£Z�N��¡5�A�Z�����»�s� Σ ��¡N�

X1 =
ε1√
F

+ u′x1
ε3, X2 =

ε2√
F

+ u′x2
ε3, N =

1

W

(
−u′x1

√
Fε1 − u′x2

√
Fε2 + ε3

)
,

º»�ª�N¼ W =
√

1 + F |∇u|2. ü�¼�����������£��Z�Ê¤��Z�N¡N�ª£K��� Σ �������3�A���Z�b	�¢

g11 =
1

F
+ (u′x1

)2, g22 =
1

F
+ (u′x2

)2, g12 = u′′x1x2
.

²³ý ∇̄ ���Z���s�N�����N¼��8¡ ����¤2�s�����©���$£Z�������Z£Z�N�����\�sý���¼��8¤�����¡N�ª£ ghyp, �N¼����\�N¼��8£��1�Q§�£��ª���!�N�p�sý��N¼���N�Z£������ÊýR�����A�s¤������´�s��ýR��¡ ¤ �s¡N�

b11 = 〈∇X1X1, N〉 =
1

W

(
− 2x1√

F
u′x1

+
2x2√
F
u′x2

+ u′′x1x1
ε3

)
,

b22 = 〈∇X2X2, N〉 =
1

W

(
2x1√
F
u′x1

− 2x2√
F
u′x2

+ u′′x2x2
ε3

)
,

b12 = 〈∇X1X2, N〉 =
1

W

(
− 2x2√

F
u′x1

− 2x1√
F
u′x2

+ u′′x1x2
ε3

)
,

º»¼��Z¡N�§ºx�§���N�Z�Ê�N¼��KýR�����ª�	º»�ª��Î������Z�!�N�ª���ª���
∇X1X1 = 2x1ε1 − 2x2ε2 + u′′x1x1

ε3, ∇X2X2 = −2x1ε1 + 2x2ε2 + u′′x2x2
ε3,

∇X1X2 = 2x2ε1 + 2x1ε2 + u′′x1x2
ε3.

ü�¼���¤������z£Z��¡ �_������¡ ���sý Σ º»�½��¼�¡N��� ¥>��£��]��� ghyp ����Î��½�����'	�¢

H(Σ) =
1

2

b11g22 + b22g11 − 2b12g12
g11g22 − g212

.

®]� ����Î§��¼��H� Å�¥�¡N��� �N�������x�sý��N¼��H£��1�Q§2£Z���Z�!���ÿ�sý��¼��5�A¡N�¶�������2�N��£Z�����2ýR�����A�s¤������´���AýR��¡ ¤Ê�ºx�5�A���
��¼����

H(Σ) =
F

2
div

(
∇u√

1 + F |∇u|2

)
.

���



_�605�_�6�µ ¤¶<AG!<:MgE7s¸@�wPDyj4E7SdLW@vBhjkD�B\UCE\UC<:B7G³<AG
(D2 × R, ghyp)

²À����¼����4�N�Z£Z���ª���@sýR���ª�ª�'º»�ª��Î>X ø��`ZVsºÿ���N¼��s����A������¼���£Z�������½���ª���å���W	>�������N���f�A���p�N��£ ¼p�N¼A�����¹�N��¡¶ý-�s£��
�sý»¡N�������ª�����ª��� Σ ��� D2 × R ���å¤2�ª���ª¤2����º»�ª�N¼\¡N��� ¥>��£��D�N� ��¼��"¤2����¡N�ª£ ghyp =

dx2
1+dx

2
2

F
+ dx23,º»¼��Z¡N� F = (1 − x21 − x22)

2. RQ�É� ¼A�s�ª���s�N� ��¤2����¼����]�N¼��å��¤�¤���¡ �N�ª���z��ý Σ �ª� D2 × R ���HÎ��ª�s���@�����N��¡ ¤2���sý0�N¼��§£Z¢1�ª������¡ ��£��s��£��1�s¡N���ª�A�����Z� (r, θ, z) o	�¢iT
(θ, z)→ (r(z), θ, z),

º»¼��Z¡N� r(z) �ª�»�pýR����£Z���ª�����sý z.²³�H�ª��£������������ª�����H���D��Å*¥�¡ ���N�H�N¼��§¤2����¡N�ª£ ghyp �ª�����Z¡N¤��»�sý���¼��§����ºW£��1��¡ �����A�_���Z��¯,R$�k�A���

ghyp =
dr2 + r2dθ2

F
+ dz2,

º»�ª�N¼ F = (1− r2)2. ü�¼�� ¨ ¼�¡N�ª� ����þ��Z�/� ¢1¤J	>���ª�� Γkij, ���N�N�1£Z�©�_�������N� ghyp �s�ª���_�s���ª�N¼z��Å*£Z��¥��

Γ1
11 =

2r

1− r2
, Γ1

22 = −
r(1 + r2)

1− r2
, Γ2

12 = Γ2
21 =

1 + r2

r(1− r2)
.

· �Z� e1, e2, e3 	>�§�N¼��§£����������ª£��s�B	A���N�����sý R3. ü�¼����z��¼��§£Z�1��¡N�����A���N�m����£�����¡ª�A���ª���»��� Σ �s¡ �

X1 = r′(z)e1 + e3 X2 = e2, N =
−e1 + r′(z)e3

R
,

º»�ª�N¼ R =
√

1
F
+ (r′(z))2. ü�¼�����������£��Z�Ê¤��Z�N¡N��£m��� Σ �������Q�A���Z�b	�¢

g11 =
(r′(z))2

F
+ 1, g22 =

r2(z)

F
, g12 = 0.

²³ý ∇̄ ���Z���s�N�����N¼��8¡ ����¤2�s�����©���$£Z�������Z£Z�N�����\�sý���¼��8¤�����¡N�ª£ ghyp, �N¼����\�N¼��8£��1�Q§�£��ª���!�N�p�sý��N¼���N�Z£������ÊýR�����A�s¤������´�s��ýR��¡ ¤ �s¡N�

b11 = 〈∇̄X1X1, N〉 = −
1

RF

(
2r(r′)2

1− r2
+ r′′

)
, b22 = 〈∇̄X2X2, N〉 =

1

RF

(
r(1 + r2)

1− r2

)
,

b12 = 〈∇̄X1X2, N〉 = 0,

º»¼��Z¡N�§ºx�§���N�Z�Ê�N¼��KýR�����ª�	º»�ª��Î������Z�!�N�ª���ª���

∇X1X1 =

(
2r(r′)2

1− r2
+ r′′

)
e1, ∇X2X2 = −

r(1 + r2)

1− r2
e1,

∇X1X2 =
r′(1 + r2)

r(1− r2)
e2.

��ú



ü�¼���¤������z£Z��¡ �_������¡ ���sý Σ º»�½��¼�¡N��� ¥>��£��]��� ghyp ����Î��½�����'	�¢

H(Σ) =
1

2

b11g22 + b22g11 − 2b12g12
g11g22 − g212

.

®]� ����Î§��¼��H� Å�¥�¡N��� �N�������x�sý��N¼��H£��1�Q§2£Z���Z�!���ÿ�sý��¼��5�A¡N�¶�������2�N��£Z�����2ýR�����A�s¤������´���AýR��¡ ¤Ê�ºx�5�A���
��¼���� H(Σ) = 0 �ªýUýR����£������s� r(z) ���_�����f�A������¼��KýR�s���ª�'º»�ª��Îp���½þ��Z¡N�Z�!�����s����Ç!�A�_�����s�BT

r(z)r′′(z)− (r′(z))2 − (1− r(z)4) = 0.
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��Å��s¤�¥��ª���§º»¼���� �"Ç!���s�N���Z�!����� R3/T ¼A�s�å�s¡�	��½��¡N�s¡ ¢b�A���ª�N��Î��Z�1���Z4�����A���ª���Z�ª¢�¤2�s��¢C¼���¡ ��¬Z���!���s��*£´¼��Z¡NÄ�¾³�À¢*¥>�H�Z�����Í�s���p�Àºx�§���ª¤�� ���Z������¯±�Ê��¡ �»¥�¡N��£Z��� ���ª¢s�ºÿ�»Î��ª�����K£��s¤2¥��s£Z��¥����Z£����sý�K�N�ª��Î�¼����½¢
����ýR��¡N¤���� ¨ ¸m�h� Å���¤2¥��ª� Mk
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Mσ,α,0

�s¡ Mσ,0,β
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p æUÚ!ã�ó_Ú1é ö¶q-ÖoqªõBqW {Qx T � {Q| t x�{ v x u�v | ~�w�v x �Ht | � |�xmyo{ x2 ® ���mu { � x �Ht | ¦;sCt`u { v�� y k > 1 ¯%xmyo{ u {{�� �D~ x5x�  t ° ® ��v�u�v�� {Qx�{ u¡�3v��9�mw¹� { ~ K1,K2
t����iu_tj� { u�w ¤�{ �=� { ��� { ��~Q� |�� w ¤ � { u��Ht<���H�J�9� | �m�=v�wC~ } u ®�3v�� { ~J� | R3  My tF~ {
�<} t x � {Q|ox � | R3/T y v`~ ��{Q|o} ~ k ¯ � |��]| � x�{ w ¤ �=v |o¤;y t`uQ��¢`t |ox v�w ± � yo{ u_² ® x¥¤ � {{Q| �`~�v | � x�  t@w¹�m�9� xh{Q| �`~<¦9� yo{ ~ } um�3v�� { ~%� | K1 y v�� { v>� { u x �H��v�w��iw�v |U{ t��d~ ¤ �9� {Qx u ¤ t`u xzy t � t | v�wx t xzyo{ x1 ® v � �D~ ¯ v | � xmyo{ ~ } um�3v�� { ~�� | K2 y v�� { v9� { u x �H��v�w��iw�v |U{ t��5~ ¤ �9� {Qx u ¤ t`u xzy t � t | v�w x t xmyo{

x2 ® v � �D~<¦· ¯*� �s¬�������Q¯1ü�¡N�s��¬Z�Z�x�s�����G¯*µH�1��¡N��Îs����¬@X �s�`Z>¼A�	���]¡N�Z£��Z�!���½¢�£��s��� �N¡N��£������8���s�������»���	ºx��¡ �ÿº»�½��¼
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¥>��¡ ���1���ª£F\±¥�¡N��¥>�Z¡N�ª¢���¤J	>�Z��������¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-�s£Z������� R3/T º»�½��¼��s¡�	��ª�N¡��s¡¶¢
�����ª�N�¹Î��Z�1��� k > 0 ���´�A���ª�N���½¢}¤2�s��¢C���������s���$�s���2���ª¤��½�§�Z���@¯"RX�½��¼G��¼����å�s�ª¤Ê/ºx�2Î��ª����¼A�s�½ý��b�*£´¼���¡ ÄG��Å��s¤�¥��ª�
º»�ª�N¼Ê¼A���ªý��.#�� µW��Å��s¤�¥��ª�s��ª����¼���£��s� � k = 0 º �s���@Aº»¼��Z� k > 1 Aºx�åÎ��ª������£��s¤2¥A��£Z�H¥����Z£��
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����¼A�s�½ý��;�*£´¼��Z¡NÄ��N��¡¶ý-�s£��;[����»��¼��$	>�s� ����¤ £������Z���������s�/����� ��ý Mk
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��¥>��¡ ���1���ª£m¼���¡N�ª¬������´�s�i A���»�s���!�����>º»�ª��¼������ª�NÄ2¡N�Z¤2�	�����I[-�����N¼��K¤��������ª�]¥��©���A�s¡x�����r\��s����¼��s�ªý
�=#�� µ � Å���¤2¥��ª�=[������N¼��K����¥�£����N�������ª�A�s�@�Z���r\ �� ��� Ã �ªÎ���¡ �§ø�¯û�*¯
p æUÚ!ã�ó_Ú1é ö¶q-ÖoqªöBqW {Qx T � {Q| t x�{ v x u�v | ~�w�v x �Ht | � |�xmyo{ x2 ® ���mu { � x �Ht | ¦;sCt`u { v�� y k > 1 ¯%xmyo{ u {{�� �D~ x v ° ® ��v�u�v�� {Qx�{ u5�3v��9�mw ¤ t����iujtj� { u�w ¤·{ �=� { ��� { �^~�� |�� w ¤ � { u��Ht<���H�.�9� | �m�=v�w,~ } um�3v�� { ~;� | R3

 My tF~ {��<} t x � {Q|ox � | R3/T y v`~ ��{Q|o} ~ k > 0 ¯ � |��]| � x�{ w ¤ �=v |o¤�y t`u���¢`t |ox v�w ± � yo{ uj² ® x�¤ � {�{Q| �`~Wv | �t |U{ w¹�m�9� xª{Q| ��¦
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�s���!���ª�/º»�ª�N¼������ª�NÄ B ¡N�Z¤2�	������¥�¡ ��� £�¡N�n	>��� �N¼��@	>�������A�s¡ ¢��A���´����� ∂B �s���Ê�N¼��É�s� ¢1¤�¥���������£���ª¡N��£����ª�����sý±��¼��
�*£´¼���¡ Ä�¾V�P¢1¥>�D��������¯@RQ�p£Z����� �N¡N��£��§�N¼��J ��_�§�s���1������º»�ª��¼C�8�����NÄÊ¡ ��¤��'���Z�}ºx�
º»���ª��Î��ª�������§��¼�� ¨ ¸m� � Å��s¤�¥����H���Í�ª�N�±¤2�ª�����ª��¥����s�A�s¡�������¯,GÍ�s¡¶¢*�ª��Î§��¼��¹��� ¢1¤2¥*���s�N��£»���ª¡N�Z£Z���ª���
�sýÿ�N¼����Z�����É�����G�N¼��
 A�1ÅG�sýÿ�N¼����N��¡ ý-�s£Z�s�ºÿ����	��´�����}��¼���¥��ª��£��Z���sýª�*£´¼���¡ ÄC� Å��s¤2¥����pºÿ�Dº»���ª�
Î��ª���]���ÿ�N¼��H����¥8�s����	>���N���s¤Ó£������Z�����ª�A�s�����������sý���¼�� ¨ ¸m� � Å���¤2¥��ª�J[R¥�¡N�	�1����Î���¼�����¡ ��¤ ø�¯ ÷ ¯ ÷ \
�s�����N��¼��s�ªý0�=#�� µ ��Å��s¤�¥����=[���¼��Z��¡N�Z¤ ø�¯ ÷ ¯ûø�\�¯
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²À�Q�N��£����ª���$ø�¯ûø�ºx�.	�¡ ���Q �¢C���Z�N£Z¡N�D	>�D��¼�� ¨ � ¸ ��Å��s¤�¥��ª��� Mk
�s���Q��	����s����UýR��¡§���s£´¼$Î����!��� k � ÷ ¾À¥A�s¡N�s¤��Z�N��¡¹ý-�s¤����½¢Ê�sýÿ�N��¡ ý-��£��Z� Mk(ξ)

	�¢e	>�Z�����ª��Î���¼���£������Z�����ª�A�s���Z�������sý Mk = Mk(0)Äs���Z¥��ª��Î������Z¡ ���ª£�����¥��©�����å��ý�� ¢1¤�¤2����¡ ¢s¯Hü�¼��ª�]���H���N�Z���N�"¥�¡N�Z�N£Z¡N�D	>�å�N¼��$ A�*Å ��ý���¼��å����ýR��¡N¤����¨ ¸m�<�N��¡ ý-�s£Z�sAº»¼���£´¼Ê¼A���»���=	>�§�N¼����N�s¤����s�»�N¼���£Z��¡N¡ ���N¥>�s��������Î;#�� µW��Å���¤2¥��ª�Kºx�§ºx�s�!�»���
Î��ª���;[R��¼�����¡ ��¤ ø�¯ ÷ ¯û��\�¯�ü0�"�N�ª¤2¥����½ý©¢8��¼��É£Z����� �N¡N��£����ª��� �sý�� Å���¤2¥��ª���]�N�����ª� ý�¢1����Î���¼��Z��¡N�Z¤2�¹ø�¯ ÷ ¯ ÷
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¯�²À�C�N��£����ª���Gø�¯��8ºx�D¥>�Z¡ ����¡�	 Mk(ξ)��� ����Î �N¼��8�ª¤2¥����½£��½�§ýR����£������s�$��¼��Z��¡N�Z¤z¯bRQ�8Î����D���[�ª���A���½���2����¤������ �����A���±ý-��¤2�ª�½¢C��ý»¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z���»��¼A�_�H¼A�����§�N¼�¡N�Z�$	>�s�����A�s¡ ���Z��¯
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�s�������Z�N£Z¡N�n	�H�§£����*ýR��¡N¤2�s��¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��'¾
���ª�����sý0�N¼���� �å��Å��s¤�¥��ª���»���Ê�D£Z¢1�ª�������Z¡�¯hR$���s��� ����	��´�s�ª�z�s�z��Å*¥A�s���N���s�Ê�sý4¥��ª��£��Z�H�sý0��¼��@#�� µ
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�N��£ ¼ Mσ,α,β
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Ã �ª�A�s�ª�½¢s1ºx�§���p�N¼��§�Z���*¾V����¾³������£��s��� �N¡N��£������s�z�ª���N��£����ª���Ê�*¯ ÷s÷ T�ºÿ�§��Å*¥����s����¼��	ºS��¼���	>�������A�s¡¶¢
�A�������sýÍ��¼��D£��s¡N¡N�Z�N¥>����������Îz¤������ª¤��s�0�N��¡¶ý-�s£��Z�å£Z�����¶��¡N��£����Z�$���C�N�Z£Z�N��������ø�¯û�*Uø*¯��z�s���Qø�¯���£��s�	>�å£´¼���� ����� �2�N¼A���H�N¼��å���������z�sý4��¼����N��ýR��¡ ¤2�»�N¤��1�s�N¼Ê¤������ª¤��s���N��¡¶ý-�s£��Z�¹������¼��å£Z�������½�����s���»�sý
��¼�����¡ ��¤��Hø�¯ ÷ ¯ ÷ Aø�¯ ÷ ¯ù�p�s���zø�¯ ÷ ¯ûø�¯
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ü�¼��ª�]� ��£������s� ¼��s�H�Àºx�2¥���¡ ¥>���N�Z��¯�ü�¼��$�A¡N�¶�¹�����å�ª�»���
�A�����s�Ê�ª���A���½���Ký-��¤2�ª�½¢8��ý�¤2�ª���ª¤2���@� ��¡¶¾
ý-�s£Z����£Z����� �¹���p��¼���¡ ��¬��s�!�´���¥>�Z¡N���1����£� ��_�»�s���!���ª� Σ º»�ª�N¼������ª�NÄ Ds

¡N�Z¤2�	�����@¯�ü�¼��K� ��¡ ý-�s£Z�����sý
��¼�����ý-�s¤���� ¢8¼A�������Àºx�2¼���¡N�ª¬������´�s�C�*£´¼��Z¡NÄ�¾³�À¢1¥�å������� E1, E2

�s���zº»�����B	>��Îs�����Z�Ê������¼���¤����������
¥����s�A�s¡]�����}�sýÿ� ¨ ¸¹� �N��¡¶ý-�s£���¯�R$�Éº»�ª����¥�¡N�Z�N£Z¡N�D	>�É��¼��J	>�������A�s¡ ¢ �A�_�´� ϕ ��� ∂Ds

¯§«]�N�N��¤2�
��¼��K¥>�Z¡N�ª�1� T �sý Σ ¥>���ª�!�N�x�N���N¼�� x2 ¾À���ª¡N��£����ª���@¯4ü�¼��Z� E1, E2

¼A�����m��¼�� x1 ¾À�_Å*���������s� ¢1¤�¥����s�N��£���ª¡N��£����ª���@¯
ü�¼����N�Z£������G�s����¤���¡N�åÎ��Z����¡N�s�4¥���¡N¥>��� �p��ý���¼��ª�¹� ��£Z�N���������H���"�N¼��	ºë�N¼���� Å��ª� �N����£Z�p�sýÍ�s���ª����¾
���½���¹ý-�s¤���� ¢��sý0¤�������¤��s�>Î�¡N�s¥�¼����'����¡ Σ−Ds

º»¼���� �§�������»¼��	���K�N���ªÎ�¼����½¢2¤��1�����A�����s� ¢1¤�¥����s�N��£
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[-�N�Z� Ã �ªÎ���¡N�]ø�¯û�*���	�	���F\ ¯�« ¥��ª��£��¹��ýU�����
�N��£ ¼��N��¡ ý-��£��¹º»�ª���r	�¹Î��ª�����"�N�É��¼��¹£����N�����s���A�s�>�Z��������ý�� ¨ ¸m� ��Å��s¤�¥���� Mk

�s���"���p�����Z�����sý

÷ � ÷
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¯��*�ª��£���ºx�É���Z��� ���
¥�¡ ���N£Z¡N�n	>�m��¼��� ��*Å��s������Î ∂Ds
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p æUÚÃÂ@ô�æUÚ!ó'ò á â/ê�Ú Ú1Ø�Ù�q RQ�}¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬Z��£Z����ýR��¡ ¤"�����½¢ ��¼��G�����1������� Σ ⊂ R3/T [Rº»�½��¼
T = |T |e2 \��s� C∗ 	�¢8��¼��§¤2�s¥�¥��ª��Î

A(w) =

(
−|T |
2π

ln(w), 0

)
, w ∈ C∗.

«~¼���¡N�ª¬������´�s�M�*£´¼��Z¡NÄÊ�À¢1¥>�D�s���1���ª���m�Z��� E1
���]�N¼���Î�¡���¥�¼}��ýÿ�2ýR����£����ª��� h ∈ C2,α(Br0(0))

�s�
�; ����§�s���!������� A(w) º»�½��¼ w ∈ Br0(0)

[R�N¼���ýR����£����ª��� h(w) ���W	>�s�������Z�Q�s���C� Å*�N�������§���8��¼��¥�����£Z����¡N�;[-� ���.X ÷ �lZm\�\�¯�ü�¼�����¤�¤��Z¡N�N�ª���8�sý E1
�ª��Î��ª���Z�'	�¢

X1(w) = A(w) + h1(w)e3 =

(
−|T |
2π

ln(w), h(w)

)
∈ R3/T

�����N¼�����¡ �N¼������s¡N¤2�s��ýR¡���¤2� F = (e1, e2, e3)
�º»�ª�N¼ w ∈ Br0(0)− {0} ⊂ R2 ¯xü�¼��å¥>��¡ ���1� T �sý��¼����Z���Ê�ª�»�s���s��Î���¼�� x2 ¾À�_Å*���»�s���z�ª�N�H��� ¢1¤2¥*���s�N��£K����¡N�Z£Z�N��������� e1 ¯

ü�¼���ýR¡N�s¤2� F £��s�I	>�2£´¼A�s��Î����$�ª�GýR����£Z�N�����G�sýx�N¼��2�s� ¢1¤�¥����s�N��£D����¡N�Z£Z�N�����G��ýx��¼����Z���@¯8²³ý Rθ���Z���s���Z���8¡ �s�´���N�����b	�¢ ��¼��D�s��Îs��� θ ��	>�����m�N¼�� x2 ¾À�_Å*���¹��¡ ���������Z�a	!¢ e2 �ºx�p£��s���N�ª����¡¹��¼��������
E1
¼A���*�ª��Î��D�����z¼���¡ ��¬Z���!���s�/��� ¢1¤2¥*���s�N��£K����¡N�Z£Z�N�����@¯�²³�»£��s�'	>�§¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��Z�!	!¢

X1,θ(w) = Rθ ◦ A(w) + h1(w)Rθe3.

ü�¼��"�s� ¢1¤�¥���������£D���ª¡N��£����ª���G�sýx��¼��������$��� cos θe1 + sin θe3
¯�ü�¼A�_�É���§��Ç!���½���s���Z�!�����Ê£Z����� �����Z¡

X(z) = (− |T |
2π

ln(z), h(z)) �ª�"��¼��¹ýR¡��s¤�� F(θ) = RθF º»�½��¼ z ∈ B∗
r0
(0) ¯�ü�¼��K£Z�1��¡N���ª�A���N� w �ª�£������ª��� � u�vQ� y �jtFt`u���� | v x�{ ¯

ü�¼��]����� E2
�sý Σ ���Í¥A��¡��s¤��Z�N¡N�ª¬����������N�N�����H�N¼���	A�s�ª� Br−1

0
(0) 	����ÿ�ª�ÿ�s��¤��ª�N�Í��¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��_���ª�s������N¼��§¥�����£�����¡ ���Ê����� Ä�¯±«»£����A�����½¢8���N����Î2�s����������¡N� ������ºx�§£��s�z¥A��¡��s¤��Z�N¡N�ª¬��¹��¼��§�����^	!¢

X2(w) =

(
−|T |
2π

ln(w), h2(w)

)
,

º»�ª�N¼ w ∈ B∗
r0
(0), ��� ��¼��p�s¡ ��¼�������¡ ¤"�s�UýR¡��s¤�� F(π) = (−e1,−e2, e3) ¯>VH�'ºë��¼��D�s� ¢1¤�¥���������£���ª¡N��£����ª������ý0��¼����Z���Ê�ª� −e1 ¯

²À�G��¼��DýR�����ª�	º»�ª��Î��ýR��¡��s��¢CÎs�ª����� θ = (θ1, θ2) ∈ [0, θ0]
2 ºx�������������=	!¢ Aθ �N¼�����¤�¤���¡ �N�ª���}�sý

C∗ ��	��´�������Z�I	!¢G�z�N¤��1�s��¼Q�ª�!�N��¡N¥>�s�©���N�ª���C�sý Rθ1 ◦ A({|z| < r}), Rθ2 ◦ A({|z| > r−1}) �����
A({r < |z| < r−1}) ¯ · �Z� Nθ

	���N¼�������£�����¡9�A���ª� º»¼��ª£ ¼+�ZÇ1���s��� e3 �s� {r < |z| < r−1} 

÷ ���



Rθ1e3
��� {|z| < r} �s��� Rθ2e3

��� {|z| > r−1} ¯,RQ�§£��s���N�ª����¡�ýR��¡»��ýR����£Z���ª��� h ∈ C0,α(C̄) �N¼����¤�¤��Z¡N�N�ª���
Xθ,h(z) = Aθ(z) + h(z)Nθ(z).«����N¼����Z��� Ei U��¼���¤����s�G£Z��¡ ���_����¡ �2�sý Xθi,h(z) = Aθi(z) + h(z)Nθi

[R�N���^X ÷ �`Zg\m���§Îs�ª�����G�ª�
���Z¡N¤��»��ý0��¼�� z ¾À£Z�1��¡N���ª�A���N�=[-������¼��§¥�����£Z�N��¡N��\ª	!¢

2H(θi, h) =
4π|w|2
|T |2 div0(P

−1/2∇0h),

º»¼��Z¡N� P = 1 + 4π|w|2
|T |2 ‖∇0h‖20 �����+�N¼���������� Å ·0 ¤����s���p��¼A���p��¼���£���¡ ¡N�Z�N¥>����������ÎG��	1� ��£��2�ª�£��s¤2¥��*�����8º»�½��¼"��¼��m¡N��� ¥>��£��»�N���N¼��� �����¤2����¡ ��£]�sý/��¼�� w ¾³¥��©�����s¯SR$�m���Z���s�N�k	�¢ λ ��¼��m�N¤��1�s�N¼ýR����£����ª���$º»�½��¼����*��¬��Z¡N�1�Z�p���Q�A�����Y	�¢ λ(w) = |T |2

4π|w|2
�_�É��¼��"¥�����£�����¡ �s¯}ü�¼���� ��� Ei ºx�8£��s�º»¡N�½���

2H̄ = 2λH = P−1/2∆0h−
1

2
P−3/2〈∇0P,∇0h〉0.

�*�D�N¼��§¤2���s��£���¡¶�����N��¡N�å�_�»�N¼��§�����z����¬Z��¡N���ªý h �N�����ª���A�Z�»�N¼��§��Ç!�A���N���s�
∆0h−

1

2
P−1〈∇0P,∇0h〉0 = 0. [-ø�¯ ÷ \

� Ú"��Ø�àRá'àRã>Ø öBqªõ¶q-Öoq � �m� {Q| k ∈ N ¯ α ∈ (0, 1)  ¡{ � {z�]|U{�xmyo{ ~���v�� { t���� }´| � x �Ht | ~ Ck,α(C̄) x t=� {xmyo{ ~���v�� { t��,� }´| � x �Ht | ~Jt�� Ck,α
loc (C̄)

v | �%��t`u  My �H� y!xmyo{ ��t`wmwDt   � |��=| t`u����D~ �]| � x�{
||u||Ck,α(C̄) := [u]k,α,C̄,

 Myo{ u { [u]k,α,C̄ � {Q| t x�{ ~ xzyo{�} ~ } v�w Ck,α �}Ä w�� { u | t`u�� t |�xzyo{ ~ {Qx C̄.· �Z� Bs
��¼��9	A�s�ª�4�sýÿ¡N�s������� s ��Å*£��ª�N�Z�GýR¡N��¤ C∗ /� ��£´¼G��¼���� Xθ,h(Bs) = Ds

�ª�§��Îs���1���Z�N�ª£
	A�����
�sý Σ £��Z�!���Z¡N�Z�Q���]��¼�� (0, 0, 0) ¯�R$�������������J	!¢ Ck,α(C̄ − Bs)

�N¼����N��	��N¥A��£��D��ý±�N¼��ÉýR����£Z���ª�����
�sý Ck,α(C̄) ¡N�Z� ��¡ ��£������+�N� C̄ − Bs

�����¨	�¢ [Ck,α(C̄ − Bs)]0
��¼����N�?	�� ¥A�s£Z� �sý]�N¼���ýR����£Z���ª�����

��������� ¼�����Îp������¼���	>�s�����A�s¡¶¢�¯
RQ�������������$	�¢ H(θ, h) �N¼��§¤2���s��£���¡¶�����N��¡N����ý Xθ,h.

· ��¤�¤"�J��¯ ÷ �sýdX ÷ �lZU� ¼��'º»�»��¼����
H̄(θ, h) : R2 × C2,α(C̄−Bs) −→ C0,α(C̄−Bs)

���»���Ê�s�A�s�½¢!����£m�s¥>��¡��_����¡Z¯
ü�¼�� Æ ��£���	��@��¥>��¡N�����s¡H��	>����� Aθ ��� Lθ. R$�§�N��� L̄θ = λLθ ¯Z8Ú1é$Ü�ó'ò$öBqªõ¶qªõBqJ� yo{ tj� { u�v x t`uj~ H v | � Lθ v�u {�xmyo{ � { v | � } u��`v x�} u { tj� { u�v x t`u�v | � xmyo{�� v��jt��<�tj� { u�v x t`u   � xmy u { ~�� { � xOx t xzyo{ � {Qx u��H� |dz|2 t�� C̄. ÅJ{z�]| � |��.xzyo{ tj� { u�v x t`u_~ H̄ = λH

v | � L̄θ =
λLθ

� { v | ~ x tJ�jt | ~Q��� { uªv>��� � { u {Q|ox � {Qx u��H��t | C̄. � � x¥} v�wmw ¤ H̄ v | � L̄θ v�u {ªxmyo{ � { v | � } u��`v x�} u {tj� { u�v x t`u>v | � � v��jt��<�¡tj� { u�v x t`u   � xzy u { ~�� { � xOx t xzyo{ � {Qx u��H� |dz|2/λ. sUu_t`� xzyo{ � {z�]| � x �Ht | t�� λv x�xzyo{ � }�| � x�} u { ~ ¯ � x ��t`wmwDt   ~ xmy v xOxmyo{ ��t`w } � { t�� C̄   � xzy u { ~�� { � x�xmy �D~$� {Qx u��H���D~ �]| � x�{ ¦
÷ ��ø



L̄θ �ª�¹�"�N�Z£������}��¡N����¡¹���ª������¡H�����ª�ª¥����½£���¥>��¡N�����s¡¹�N�����ª� ý�¢1����Î |L̄θu −∆u| 6 c(|θ1| + |θ2|)|u| �������¼���£Z�1�3§�£��ª�������H�sý Fθu = (∆− L̄θ)u ¼A�	���§£���¤�¥A��£Z�»�N��¥�¥>�s¡ ��¯
V]�	º ºx�=�*Å s �N��£´¼Q��¼A�_� Ds = Xθ,h(Bs)

���K��¼���Î����1���Z�N�ª£������ Ä}�sýx¡���������� 1/2√ε �����Gºx�������
|T | 	>��£��s¤2�ª��Îå�©��¡NÎ���¯4ü�¼���� s ���Z¥>���������s�"�_�s�����Z�ÿ�sý ε �s��� |T | ¯MR$�]£ ¼��1���N� |T | ∈ [4/

√
ε,+∞)�N��£ ¼z��¼���� s ∈ (0, s0)

ýR��¡»�p�_�s����� s0 ��Å*���@¯� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø öBq�õBqªöBq�� yo{ u {.{�� �D~ x ~ ε0 > 0
v | � η0 > 0

~ } � yaxzy v x ��t`u { � { u ¤ ε ∈ (0, ε0)
v | �

|T | ∈ (η0,+∞) ¯�xmyo{ tj� { u�v x t`u
Gε,|T | : C0,α(C̄−Bs) −→ C2,α(C̄−Bs)

�D~@v;w { � x � | � { uj~ { ��t`u ∆ v | �%��t`u@v�wmw f ∈ C0,α(C̄−Bs), w := Gε,|T |(f)
~<v x �D~ �d{ ~

{
∆w = f on C̄−Bs

w ∈ Span{1} on ∂Bs

v | � ||w||C2,α 6 c||f ||C0,α

��t`u�~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0  My �H� y ��t { ~ | t x � { � {Q| �"t | ε, |T | ¦
� ó_ã@ã�ä_q · �Z� u 	>�[���N�s�����N����� ��ý ∆u = f ��� C̄ − Bs

º»�ª�N¼ u = 0 ��� ∂Bs
¯ R$�\� �Z�

w = u − 1
vol(C̄−Bs)

∫
C̄−Bs u

¯ÖRQ�Êº��s���"���$��	�� ��¡ �s���N¼A���2��¼�� ¤�����¡N�ª£z������� ����� C̄ ���2Î��½�����
	!¢ |dz|2/λ. RX�½��¼[¡ ���N¥>�Z£Z�D������¼�����¤��Z��¡ ��£ vol(C̄ − Bs) < +∞ �s��� ∫

C̄−Bs u < ∞. �*�}�N¼��ýR����£����ª��� w ����ºx�Z���@���3������� �s��� ∫C̄−Bs w = 0 º»�ª�N¼ w ∈ Span{1} ��� ∂Bs
¯

²³ý4�N¼���¥�¡N�s¥>���N�½�����s������ý-����� �s���¼���¡N�����»��� ��Ç!������£�����ý4ýR����£Z���ª����� fn ���ý�� �������N������� wn �s���Ê�sý4¡N���s��1��¤J	�Z¡N� sn � ��£´¼z��¼A���
sup

C̄−Bsn
|fn| = 1, An := sup

C̄−Bsn
|wn| → +∞ �s� n→ +∞,

º»¼��Z¡N� sn ∈ [0, s0].
V]�	ºÓºx�"�N�Z� w̃n := wn/An

¯�¿����ª��¥*���ª£��Z� �N��¤2�����Z�É�ª¤2¥��ª¢���¼A�_� sn ����� w̃n£��s�!���Z¡NÎ�����¥ �N���2�N�?	��N��Ç!������£��s/¡ ��� ¥>��£Z�N�ª���Z�ª¢s��N� s∞ ∈ [0, s0]
�s���Ê��� w̃∞

��� C̄ − Bs∞ .
ü�¼��ª�

ýR����£����ª���������N���������
∆w̃∞ = 0.

ü�¼��Z� w̃∞ = const ��� C̄−Bs∞
�s��� ∫

C̄−Bs∞
w̃∞ = 0 s�»£�������¡�������£����ª���Kº»�ª�N¼ sup |w̃∞| = 1 ¯

V]�	ºñºx�>��Å |T | > 4/
√
ε  θ ∈ (0, ε)2  sε = 1

2
√
ε
�s��������� ϕ ∈ C2,α(S1) 	>���Z���Z�¨[-��¡]�1���r\ L2 ¾

��¡¶��¼���Îs���A�s�>������¼��mýR����£������s� z → 1 �º»�½��¼ ‖ϕ‖C2,α(S1) 6 κε ¯ · �Z� wϕ = H̃sε,ϕ
[-�N�Z�§¥�¡N��¥>�s�N�ª�N�����

ø�¯���¯û��\�	>�x�N¼���������Ç!���d	>�s�������Z�D¼A�s¡ ¤2�s����£Í��Å1���Z���N�ª���p�sý ϕ. RQ�xºx�s���������ªÄs�Í���m� ���ª���ÿ��¼���¤2�ª���ª¤2����N��¡ ý-�s£Z���ZÇ!�A�����ª��� H(θ, v + wϕ) = 0 º»�ª�N¼»��Å*���Y	>�s�����A�s¡¶¢$�A�_�´� ϕ �¥�¡N�Z�N£�¡ �D	>�Z�+�s� ¢1¤�¥��������ª£���ª¡N��£����ª��� θ �s����º»�½��¼z¥>�Z¡N�ª�1� |T | ¯�ü�¼����zºÿ��¼A�����§���D�N�s�ª���K�N¼��§��Ç!�A���N�����UT
∆v = Fθ(v + wϕ) +Qθ(v + wϕ)

÷ ���



º»�ª�N¼ Qθ
�ÉÇ!�A�s��¡����N��£]�N��¡N¤ � ��£´¼���¼A�_� |Qθ(v1)−Qθ(v2)| 6 c|v1− v2|2 ¯�ü�¼��m¡N��� �����*�����s�"�sý/��¼��¥�¡ �Z�1�������H�ZÇ!�A�����ª����������	����s�������!	!¢�� ¼��'º»�ª��ÎD�N¼��§��Å*���¶���Z��£����sý��J��Å*���Ê¥>���ª�!�

v = S(θ, ϕ, v)

º»¼��Z¡N�
S(θ, ϕ, v) = Gε,|T |(Fθ(v + wϕ) +Qθ(v + wϕ)).

� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø[öBqªõBq�«CqJ� yo{ u {${�� �D~ x ~ cκ > 0
v | � εκ > 0

~ } � y;xmy v x ��t`uWv�wmw |T | > 4/
√
ε  ¡{5y v�� {

||S(θ, ϕ, 0)||C2,α 6 cκε
2

v | �%��t`u@v�wmw ε ∈ (0, εκ) ¯
||S(θ, ϕ, v1)− S(θ, ϕ, v2)||C2,α 6

1

2
||v2 − v1||C2,α

||S(θ, ϕ1, v)− S(θ, ϕ2, v)||C2,α 6 cε||ϕ2 − ϕ1||C2,α��t`uav�wmw
v, v1, v2 ∈ C2,α(C̄ − Bs)

v | ��~<v x �D~z� ¤ � |�� ||v||C2,α 6 2cκε
2 ¯ ��t`uav�wmwW�Qt }´| ��v�u ¤ ��v x v

ϕ, ϕ1, ϕ2 ⊥ 1 ¯, My tF~ {%| t`u��Ø�D~W�Qt }´| � { �9� ¤ v.�jt | ~ x v |ox κ x �m� { ~ ε v | �O��t`uWv�wmw θ = (θ1, θ2)
~ } � yxmy v x |θ1|+ |θ2| 6 ε.

� ó_ã@ã�ä_q ®H�N�ª��ÎD�N¼��§¥�¡N��¥>�s�N�ª�N������ø�¯ù�1¯ûø���N¼��§�����ZÇ1���s���½�P¢ |L̄θu−∆u| 6 c(|θ1|+ |θ2|)|u| �s���z�N¼��Ç!�A�s��¡N�����ª£.	>�Z¼A�	�1�ª��¡å�sý Qθ
ºx�"����¡N�½���2�N¼��2��� �N��¤2�����D�sý���¼��"¥�¡ ��¥>��� �ª���ª���@¯8ü�¼��"�����´�s�ª���§�sý���¼��

¥�¡ �1�sý���¡N�§�ª�Zý������D�N¼��§¡N���s���Z¡�¯
Ôm�}�N¼��p�N��� B2sε − Bsε ,

��¼���ýR����£Z�N����� U = v + H̃sε,ϕ
�ª�¹��¼����N���ª�����ª�����sý±�N¼��p�ZÇ1�������ª���©[�ø�¯ ÷ \�¯

®]� ����Îp��¼��§���Z¡ �N��£��s�@�N¡��s���N�©�_�����s� c0e3 ºx�§£��s�!��Å���¼��K���s�ª��� c0 + ϕ ������¼���	>�������A�s¡¶¢�T
U = c0 + H̃sε,ϕ + v.

®]� ����Î.�*£´¼oós������¡H�Z� ���ª¤"�_���mýR�s¡���¼��§��Ç!�A�_�����s�z���z�9��Å*�Z�b	>�����������Ê����¤"�����
||v(ϕ1)− v(ϕ2)||C2,α(C̄−Bs) 6 cκε||ϕ1 − ϕ2||C2,α(S1).

ü�¼��ª�x£��s��	>�¹�������]�����ªýR�s¡N¤��½¢p��� (θ1, θ2) ¯MRQ�¹��	�� ��¡ ���¹�N¼A���ÿ��¼��]ýR����£������s� U Î�¡ �'º»�x�ª��Î���¡N�½��¼�¤�� ¾£������½¢ £��ª���N� ∂Bsε .
ü�¼���¼�¢*¥>����¼��Z�N���§�sýx�s¡ ��¼��sÎ����A�����½�À¢Ê�sý ϕ ������¼��D£Z�����¶�´�s����ýR����£Z�N�����@/��¤�¥��ª�½�����¼�������¼���ýR����£Z�N����� wϕ ���_� �	¢1�å��¼��2���s¤���¥�¡N�s¥>��¡ �À¢Q�s���$���$	>�s�������Z�@¯�²³�É�ª�����s���N¼��2£����N�2�sý vº»¼��ª£ ¼}£��s�a	>���N���Z�G�s�¹��¼��É�N��¤ �sýÍ��	>�s�������Z�}ýR����£Z�N����� º»¼���£´¼}���¹��¡¶��¼���Îs���A�s�U���"��¼���£����¶�´�s���

�s�����ÉýR����£Z���ª���8�sýU��¼��¹ýR��¡ ¤ c ln(r/sε),
º»¼��Z¡N� c = c(|T |, θ1, θ2), ���3�������z�ª���É�����ªÎ�¼�	>����¡N¼��1�1��sý ∂Bsε .

RQ�K��¡N�m��	��ª�H�����������Z¡N¤������ c ���N�ª��Î> ��*Å"ýR��¡ ¤����©�*¯ · ��� γ1, γ2 	>�]�Pºÿ�p£Z����� ���8£���¡¶�������ª�
Σ̄/T £´¼���� ���Ê�����N��£´¼ �pºx�	¢8�N��£Z��¡N¡ ��� ¥>�����^	�¢8��¼��§£Z����ýR��¡ ¤"����¤"�s¥�¥�����ÎÉ���p��¼���	>�s�����A�s¡ ���Z�»�sý�Àºx�¹£��ª¡N£Z���©�s¡U���Z��Î�¼	>����¡ ¼��1�1��� N1, N2

�sý���¼��ÿ¥�����£�����¡N�Z��£Z��¡N¡ ���N¥>�s��������Î¹�N�]�N¼��ÿ�������0º»�½��¼å���ª�����s¡

÷ ��ú



Î�¡ �'º���¼�¯ · ��� S = C̄− (Bsε ∪N1∪N2).
V]�	ºTºx�]��	�� ��¡ ���]��¼������	>���ª��Î X ��¼��]¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬����N�ª�s��sý4�D¤������ª¤��s��N��¡ ý-�s£Z�s���¼��Z�z��¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp�ZÇ!�A�s���½�P¢"¼����ª���<T
∫

S
∆X = 0.

ü�¼A�s��Ä1�»���p��¼������ª����¡ Î�����£��§�N¼�����¡ ��¤z��ªý Γ = ∂S, ��¼��Z�
∫

S
∆X =

∫

Γ

∂X

∂η
ds =

∫

γ1

∂X

∂η
ds+

∫

γ2

∂X

∂η
ds+

∫

∂Bsε

∂X

∂η
ds = 0,

º»¼��Z¡N� η ���Z���s���Z�»��¼��§£��s����¡ ¤"�s�@�s�ª����Î Γ. ü�¼����»�ZÇ1���s���½�P¢"��¤�¥��ª�ª�Z�
∫

∂Bsε

∂U

∂η
ds = − sin θ1|T | − sin θ2|T |.

&ÿ¢��ª�!�N��Î�¡N�����ª���8ºÿ��£��s�z£�����£Z�������§�N¼A���»��� B2sε −Bsε ,
�½�»¼��s��������¼����

U = −|T |
2π

(sin θ1 + sin θ2) ln(r/sε) + c0 + wϕ + v⊥.

º»�ª�N¼ v⊥ ⊥ 1 ¯�VH�'ºSºx�§£ ¼��1�s�N� |T | � ��£ ¼z�N¼A��� |T |
2π
(sin θ1 + sin θ2) = 1 ¯

RQ�x��	�� ��¡¶���x��¼A����s�½ý θ2 = θ1 = 0, ºÿ�x£��s�É� �´�_���ÿ�N¼A���0�N¼���¡ �x��Å*���¶�����s�É���´�A���ª�N�±ý-�s¤���� ¢K�sýA¤������ª¤��s��N��¡ ý-�s£Z���Íº»¼��ª£ ¼"��¡N�H£Z���s�N�»�N�§��¼��H� ��¡ ý-�s£Z� Σ−Dsε
¯SR$�H�������s�N��	�¢ Sm(ϕ) �����H��ý@� ��£´¼"�N��¡ ý-��£��Z��¯²³�H£��s�'	>��� ���Z���s����¼��§Î�¡N�s¥�¼Ê��	>����� B2sε −Bsε
�sý���¼��KýR����£����ª���

Ūm(r, θ) = c0 + H̃sε,ϕ(r, θ) + V̄m

º»¼��Z¡N� Vm = OC2,α
b

(ε) �����z�ª�������N���f�A���
||V̄m(ϕ1)− V̄m(ϕ2)||C2,α(B2sε−Bsε ) 6 cκε||ϕ1 − ϕ2||C2,α(S1),

[-ø�¯ù��\
ýR��¡ ϕ2, ϕ1 ∈ C2,α(S1).

²³ý (θ2, θ1) 6= 0, ºx�§£��s��� �´�_���K�N¼A�����N¼���¡ �§��Å*���¶���H�s���ª���A���½���¹ý-�s¤���� ¢2�sý0¤������ª¤��s�� ��¡ ý-��£�����º»¼���£´¼�s¡ �p£��ª���N�É���8��¼��p¥>�Z¡N���1����£9�*£´¼���¡ Ä �P¢1¥>�D� Å��s¤�¥�����¯å«]ý����Z¡§�"����¡¶����£��s�0��¡������N�������ª���@>��¼���¢}£��s�e	>�
�N�Z��� �s����¼��§Î�¡��s¥�¼Ê��	>���*� B2sε −Bsε

��ý0��¼��KýR����£Z�N�����
Ūt(r, θ) = − ln(2r) + c0 + H̃sε,ϕ(r, θ) + V̄t

º»¼��Z¡N� V̄t = OC2,α
b

(ε) �s���z�ª�����_�����f�A���
||V̄t(ϕ1)− V̄t(ϕ2)||C2,α(B2sε−Bsε ) 6 cκε||ϕ1 − ϕ2||C2,α(S1),

[-ø�¯ûø�\
ýR��¡ ϕ2, ϕ1 ∈ C2,α(S1).

÷ ���



Z8Ú1é$Ü�ó'òWöBq�õBq � q!�m� xmyo{ �Qt }�| ��v�u ¤ ��v x v ϕ �D~;v |�{ � {Q| � }´| � x �Ht |�¯ � x �D~"�Qw { v�u xzyo{ ~ } um�3v�� { ~  ¡{y v�� {¢©�} ~ x � { ~F�Qu���� { �=v�u { ~ ¤ �9� {Qx uQ�H�   � xmy u { ~�� { � x,x t xmyo{ � { u x �H��v�w�iw�v |U{ x2 = 0.
� | ~ x�{ v�� ¯ � � xmyo{�Qt }�| ��v�u ¤ ��v x v ϕ �D~9v | t<���W� }�| � x �Ht | v | � θ1 = θ2 xzyo{ ~ } um�3v�� { ~9v�u { ~ ¤ �
� {Qx u��H�   � xzy u { ~�� { � xx t xzyo{ � { u x �H��v�w��iw�v |U{ x1 = 0.

ø.ò�ø ( ýÝ/@:B8�ökþ?ÿÛ/��·7 ö@-;þf� 2ª2ª+.:Ø8,+$1a2 :CN�LMû�ö@)O2 0*P�8 ú �a25-98
)dök8C25-!/$P34'ö�1©25-!4':

²À�p�N¼������ ��£������s�pºx��¡ ��£������1��¼���¡ ��� ���ª��� ¼��'º»�D���!X ÷�÷ ZA��	>�������N¼���� Å*��� �N����£Z�»�sý�¹ý-�s¤���� ¢��sý>¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z��� Mk(ξ)

£Z����� �D�N�z�N¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!��� ��¡ ý-�s£Z� Mk(0) = Mk
��ý�Î��Z�1��� k > 1 º»�ª�N¼z�s���§¥��©���A�s¡������Ê�s�����Àºx���N�ª��Îs¼!���½¢.	>�����]£������Z�����ª�A�s�@�������%	!¢����Ê�s��Î��ª� ξ ¯

p æUÚGä³Ü�é\à�ß�â�ã�ämá	æ�Ú\ìåãè�á	Ü*í�îÊãAïÍé$ÜAØ@í´ð Ú!Ú!ò/è�è�ÞUó_äVÜAô�Ú1è�q ¿±�s£´¼�¤2�Z¤J	�Z¡]�sý���¼��åý-��¤2�ª�½¢��sý
�N��¡ ý-�s£Z��� Mk(0)

A��ý����Z¡»� ���ª����	����m¡N���´���N��������������¡������N�������ª���@*���'� �'¢1�»��¼��§ýR�s���ª�'º�����Îp¥�¡ ��¥>��¡¶���ª����¯
÷ ¯»²³�]¼A�s�]�s���å¥����s�A�s¡»�Z��� Em �s�¶¢1¤2¥��N�s���ª£§�N����¼�� x3 = 0 ¥����s����>�s�������s¥ �Z��� Et ����� �����	>���N����¤ ����� Eb ��¼A���]�s¡ ��¡N�Z�N¥>��£����½�����½¢Ê�s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£K���D��¼�����¥�¥>��¡]�Z���������z���D��¼����ª�'ºx�Z¡�Z�����sý��É£������Z�������2º»�ª��¼ x3 ¾P�_Å*�ª�x��ýU¡N�Z�s�������N������¯�ü�¼��K¥��©�s�A��¡ÿ����� Em �ª�x�ª�1£����N����	>���Pºÿ���Z��N¼��K�Pºÿ��£����N�����s���A���@�������Z¯
�*¯»²³�ÿ�ª�Í�ª�!����¡N�©���!�±��������¡Í��¼��¹�s£����ª�����sý���¼��]¡ �s�´���N�����D�sý/����Î��ª� 2π

k+1
��	>�����±��¼�� x3 ¾P�'Å��ª��!��������¡�N¼�����£Z���ª���Ê�sý���¼��É� ¢1¤�¤2����¡¶¢�º»�ª��¼Ê¡N��� ¥>��£��m���2��¼�� x2 = 0 ¥��©�s���É�s��� ��������¡]��¼��É�s£Z�N�������ý±�N¼���£���¤�¥>��� �ª���ª���Ê�sýÍ�8¡ �s�´���N���s� �sýÍ�s��Î��ª� π

k+1
��	>���*�m�N¼�� x3 ¾P�'Å*���m�s������¼����¶¢*¤�¤��Z�N¡ ¢º»�½��¼�¡N�Z�N¥>��£��]�N�D�N¼�� x3 = 0 ¥����s���s¯

ø�¯»²³�¹�ª�!���Z¡N� ��£Z�N�¹�N¼�� x3 = 0 ¥��©�����å�ª� k + 1 � �N¡��s�ªÎ�¼��]����������Aº»¼���£´¼��ª�!�N��¡N� ��£��¹��¼���¤��N���½�����m����N¼�����¡ ��Î��ª�Qº»�½��¼ �s��Îs�����É��Ç!�A�s�x�N� π
k+1

. ü�¼����ª�!���Z¡N� ��£Z�N�����\�sý Mk
º»�ª��¼\�N¼���¥��©�s��� x3 =

const (6= 0) ���É�Ê�N�ª��Î��ª� Æ ��¡N�A���\£Z��¡ ����¯�ü�¼��8�ª�!���Z¡N� ��£Z�N�����$��ý Mk
º»�ª��¼Q�N¼��"��¥�¥>�Z¡�¼��s�ªý

� ¥A�s£Z� x3 > 0 [-¡ ���N¥�¯kº»�½��¼+��¼��Ê�ª�'ºx�Z¡�¼��s�ªý¹� ¥A�s£�� x3 < 0 \p���p���s¥>������Îs�ª£��s�½�½¢[�����s¥>��������1���ª����¯
V]�	º ºx��Î��ª�����C�ª�*£��s�������N£Z¡N�ª¥����ª���+��ý]��¼����N��¡ ý-�s£Z��� Mk(0)

�����s¡D�½���p�������"����� ºx�z������¡ �1����£��
£��1�s¡N���ª�A�����Z���N¼A����ºx�Kº»��������N��¯
p æUÚ ê4ßRÜAØUÜ�ó8Ú1Ø�Ù�q ü�¼���¥��©���A�s¡������ Em �sý Mk

£��s�'	>��¥��s¡��s¤�����¡N�ª¬��Z�!	!¢
Xm(x) =

(
x

|x|2 , um(x)
)
∈ R3, x ∈ B̄∗

ρ0
(0)

º»¼��Z¡N� B̄∗
ρ0
(0) ���K�N¼���¥�����£�����¡ ���$£����s�N�Z�$�����NÄ���� R2 �sý�¡N�s������� ρ0 > 0 � ¤"������£Z���!�N��¡ ���[���§�N¼����¡ ��Î��ª�@��s��� um = OC2,α

b
(|x|k+1) ���»�D� �����*�����s���sý

|x|4 ���½�
( ∇u
(1 + |x|4 |∇u|2)1/2

)
= 0. [-ø�¯��\

÷ ���



�Ê��¡ ���	����¡Z um £��s�!	>�§��Å1�N�������Z� £Z���!�N���!������� �ª¢2���p�N¼��§¥�����£�����¡N������N����Î9RQ�����Z¡N�¶��¡����N�»¡N�Z¥�¡N�Z�N���1¾�´�_�����s�»[R����ý-�s£Z����½�H£��s�^	>����Å1���Z�������}���]� C2,α ýR����£����ª���r\�¯ÿ¸]�Z¡N� OCn,αb
(g) �������s���Z�¹�DýR����£Z���ª�����¼�����1����Îs�Z��¼���¡xº»�½��¼8�ª�N�x¥A�s¡¶�����s�>���Z¡N�½�������½�����x�sýU��¡N����¡��ª��� �x��¼A������¡x�ZÇ1���s���� n+α ����O	>���������Z�	!¢��p£��s��� ���s�!�»���ª¤2�Z� g ¯

²³ýKºx� ���ª������¡N�ª¬��z�ª� u = 0 ��¼�� �������ª�������s¡���Ç!�A�_���ª��� [-ø�¯��\ �ºx����	��´�s�ª�Y�N¼�� ��Å*¥�¡ ��� �N�����T��ý������¥>�Z¡����N��¡§º»¼���£´¼$�ª�§�N¼�� Æ �s£���	��±��¥>��¡N������¡���	>���*����¼���¥����s��� º �V¯ �s¯ LR2 = |x|4∆0
¯8ü��^	>�2¤���¡N�

¥�¡ ��£��ª�N��A�N¼��§���ª�����s¡ �ª¬����N�ª�s���sýd[�ø�¯��\xÎ��½�����

Lu v = |x|4div
(

∇v√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇u ∇u · ∇v√
(1 + |x|4|∇u|2)3

)
. [-ø�¯ùú�\

¿�Ç!�A�����ª���Y[�ø�¯��\H¤����s���¹��¼A�_�m�N¼����N��¡¶ý-�s£�� Σu
¥��s¡��s¤��Z�N¡N�ª¬��Z��	!¢ x 7→ (

x
|x|2 , u(x)

) ���¹¤������ª¤��s�-¯
RQ�"º»�ª���±Î��½������¼��"��Å*¥�¡ ���N� �����[�sý���¼��"¤����s�$£���¡¶�����N��¡N� Hu+v

�sý Σu+v
�ª�Q����¡ ¤2�å�sý��N¼��"¤2���s�

£���¡ ���_����¡N� Hu
�sý Σu

¯
� Ú*é$é$ÜCöBqªöBq-Örq9� yo{ u {@{�� �D~ x ~�v5� }�| � x �Ht | Qu

~<v x �D~z� ¤ � |�� Qu(0, 0) = ∇Qu(0, 0) = 0
~ } � y"xmy v x

2Hu+v = 2Hu + Luv + |x|4Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v). [-ø�¯���\
� ó_ã@ã�ä_q Á¹�3�A��� f(t) = 1√

1+|x|4|∇(u+tv)|2
. �1����£Z� f(1) = f(0) + f ′(0) + 1

2
f ′′(t̄) ýR�s¡��N�s¤2�

t̄ ∈ (0, 1) �ºx�§��	����s���
1√

1 + |x|4|∇(u+ v)|2
=

1√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4 ∇u · ∇v√
(1 + |x|4|∇u|2)3

+Qu,1(v),
[-ø�¯���\

º»¼��Z¡N� Qu,1
�ª�»�pýR����£Z���ª������¼A�_�H�N�����ª���A�Z� Qu,1(0) = ∇Qu,1(0) = 0 ¯±®]�N�ª��Î^[�ø�¯���\ÿºx�§¼A�	���

2Hu+v = |x|4div
(

∇(u+ v)√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇(u+ v)
∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3
+∇(u+ v)Qu,1(v)

)

= 2Hu+|x|4div
(

∇v√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇u ∇u · ∇v√
(1 + |x|4|∇u|2)3

)
+|x|4Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v).

�*�ª��£�� u �N�����ª���A�Z�k[�ø*¯��\ !��¼��Z� Hu = 0 ¯�ü�¼��¹¤������ª¤��s���N��¡¶ý-�s£��¹�ZÇ!�A�����ª���2�N¼A���ÿºÿ�]º»���ª�A���N�¹�����N¼��ýR���ª���	º»�ª��Î��N�Z£Z�N�������»���3T
|x|4

(
∆0v +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
L̄uv +Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v)

))
= 0, [-ø�¯ ��\

º»¼��Z¡N� L̄u �ª�»�D�N�Z£��s��� ��¡ ����¡����ª�����s¡x��¥>��¡N������¡�º»¼��s�N��£��1�Q§�£����Z�!�N�]�s¡N�K��� OC2,α

(
|x|k+1

)
.

÷ ���



p æUÚQô�Ü�á	Ú1Ø�ã>à-Ù�Ü�ß»Ú*Ø�Ù�è ¯WRQ���������s�N�J	!¢ Xc
��¼��É¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�Ê�sý��N¼����¶�´�s���A�s¡N��£����N�����s���

C º»¼���� �å�_Å*�����sý4¡ �Z�����ª�����ª����������¼�� x3 ¾À�_Å*���Z¯�²³���»��Å*¥�¡ ��� �N�����Ê�ª�
Xc(s, θ) := (cosh s cos θ, cosh s sin θ, s) ∈ R3

º»¼��Z¡N� (s, θ) ∈ R× S1 ¯±ü�¼��§�����ª�»����¡N¤2�s�����£�����¡ª�A���ª�Ê��	>�s��� C �ª�
nc(s, θ) :=

1

cosh s
(cos θ, sin θ,− sinh s).

®]¥å���m�]�����©�_���½���@'ºÿ�x£��s���s�N� ��¤��ÿ��¼A�_�0��¼��Í�Pºÿ�m�Z����� Et �s��� Eb �sý Mk
�s¡ �x�s� ¢1¤�¥���������£±�N�¹�N��¤��

��¡N�s��� �©���N����£Z��¥!¢Ê�sý��N¼��É£����N�������ª��¥A��¡��s¤��Z�N¡N��¬Z���b	�¢ Xc
�ª� �N¼��É���Z¡ �N��£��s�0���ª¡N��£����ª���@¯]ü�¼��Z¡N�ZýR�s¡N�s

Et
�s��� Eb £��s�'	>��¥��s¡���¤2����¡N�ª¬��Z�@�¡ ���N¥>�Z£Z�N�ª���Z�ª¢�o	!¢

Xt := Xc + wt nc + σt e3
ýR��¡ (s0,+∞)× S1,

Xb := Xc − wb nc − σb e3
ýR�s¡ (−∞,−s0)× S1,

º»¼��Z¡N� σt, σb ∈ R, ����� wt
[R¡N�Z�N¥@¯ wb

\Ê���}��ýR����£����ª��� ���3�������ë��� (s0,+∞) × S1 [R¡N��� ¥@¯
(−∞,−s0) × S1 \�º»¼��ª£ ¼T�N����������Å*¥>�����Z�!�N�©�s�ª�ª¢+ý-�s�¶���N� 0 ��� s Î��1�Z�8��� +∞ [-¡N�Z�N¥@¯ −∞ \�¡N�Q A��£����ª��ÎD��¼��Ký-��£Z�»�N¼A������¼����Z�����]�s¡ ���s�¶¢1¤2¥��N�s���ª£m�����D£������Z�����ª�A�s�@�Z���@¯
RQ�Ê¡ ��£��s�����N¼A���D��¼��z�N��¡ ý-�s£Z�Ê¥A�s¡N�s¤��Z�N¡N��¬Z���©	�¢ X := Xc + w nc

���D¤2�ª���ª¤2���x�ªým�����Y�����½¢[�ªý
��¼��pýR����£������s� w ���_�����f�A���K�N¼��D¤2�ª���ª¤2���0�N��¡ ý-�s£Z���ZÇ1�������ª���}º»¼���£´¼@/ýR��¡m����¡N¤2�s�4Î�¡N�s¥�¼��§��	>�������£��_������������¼A�s���N¼��KýR�����ª�	º»�ª��ÎÉýR��¡N¤

LCw +
1

cosh2 s

(
Q2

( w

cosh s

)
+ cosh sQ3

( w

cosh s

))
= 0, [-ø�¯���\

º»¼��Z¡N� LC
�ª����¼�� Æ �s£Z��	��/��¥>�Z¡����N��¡»��	>���*�»��¼��§£����N�������ª�@��V¯ �s¯

LCw =
1

cosh2 s

(
∂2ssw + ∂2θθw +

2w

cosh2 s

)
,

�s��� Q2
 Q3

��¡N�x���������s¡��N��£Z�����D��¡N����¡����ªþ��¡N�Z�!�N�©�s�1�s¥>��¡��_����¡ �4º»¼���£´¼D�s¡ �d	>�����������D�ª� Ck(R×S1) ýR��¡å�Z���Z¡ ¢ k ��s���\�����N��� ý�¢ Q2(0) = Q3(0) = 0  ∇Q2(0) = ∇Q3(0) = 0 ∇2Q3(0) = 0 �������¼����BT

‖Qj(v2)−Qj(v1)‖C0,α([s,s+1]×S1) 6 c

(
sup
i=1,2

‖vi‖C2,α([s,s+1]×S1)

)j−1

‖v2 − v1‖C2,α([s,s+1]×S1)[�ø�¯ ÷ ��\
ýR��¡]����� s ∈ R �s��� �s��� v1, v2 �N��£ ¼ �N¼A��� ‖vi‖C2,α([s,s+1]×S1) 6 1 ¯�ü�¼��É£Z�����¶�´�s��� c > 0 ���1���]���s����Z¥>�����Ê��� s ¯

÷ ���



~�69~�6:5 abTPL¥j4EhMO<As�Æ Bhjm ¡B7@²UCE¢QR£cB7pqMgE7G�QÇ¤¶LeLe¦?@V@�wPD�j4E7S¨LW@2tv<UCT l}LWGrU
SdE\UCLWG!B7<AH!E7s�LWG!H!@¨6

®]� ����ÎD�s��������	>��¡N�����¹���Z¡N� �������sý��N¼��K��¤�¥��ª�ª£Z�½�xýR����£Z���ª���8��¼��Z��¡N�Z¤ �s����ýR�s���ª�	º»�ª��Î"X ÷ ��Z/�s���·X ����Z@�ª�
����¥>��� �N�n	����m�N��¥�¡ �'���K��¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î
p æUÚ!ã�ó_Ú1é ö¶qªöBqªõ³X
ÈRÖ�Ö É�[lqa� yo{ u {�{�� �D~ x ~ ξ0 > 0

v | �Õv©~Q�;tFt xmy t |U{ ��v�u�v�� {Qx�{ uJ�3v��9�mw ¤ t���9� | �m�=v�w y�¤ � { u_~ } uz�3v�� { ~ (Mk(ξ))ξ ¯ ��t`u ξ ∈ (−ξ0, ξ0) ¯;  � xmy�x�  t���v x�{Q| t`����v�w {Q| �`~ev | �Õt |U{�iw�v | v�u {Q| ��¦r� | ��v�u x �H� } w�v�u Mk(0) =Mk, xzyo{d} ��� { un�µu { ~��U¦ªwDt  ¡{ u � ��v x�{Q| t`����v�w {Q| �>t�� Mk(ξ)
�D~ ¯} � x t�v x u�v | ~Qw�v x �Ht | v�wDt |�� � x ~ªv � �D~ ¯ v`~ ¤ ��� x t x �H� x t xmyo{d} ��� { u!�µu { ~��U¦dwDt  ¡{ u � {Q| �>t�� xmyo{ ~ x v | ��v�u����v x�{Q| t����  My tF~ { v � �D~�t��%u { ��t`w }�x �Ht | �D~W���mu { � x�{ �9� ¤ sin ξ e1+cos ξ e3. � t`u { t`� { u Mk(ξ) y v`~�t |U{y t`u���¢`t |ox v�wo�iw�v | v�u {Q| �^v | �'�D~J� | �`v�u���v |oxª}�| � { u xmyo{ v�� x �Ht | t�� xzyo{ ~ ¤ �9� {Qx u ¤"  � xmy u { ~�� { � xªx txmyo{ x2 = 0

�iw�v |U{ ¦
ü�¼��É��¥�¥>��¡9[R���'ºÿ��¡_\»�Z�����sý Mk(ξ)

�ª��>��¥ �N�8���N¡��s��� �©�_�����s�@��s� ¢1¤�¥���������£§�N�2�N¼��É��¥�¥>��¡J[-���	ºx��¡_\
�����z�sý���¼��§�N�s¤��=[-�¶�´�s�����s¡N�r\x£������Z�����ª�@¯�ü�¼�������¼��§��¥�¥>��¡»����� Et(ξ) �s������¼��K���	ºx��¡������ Eb(ξ)�sý Mk(ξ),

�ªý Rξ
���Z���s�N���å��¼��2¡N�s�������ª���G��ý»����Î���� ξ ��	>��������¼�� x2 �_Å*���Z0£��s�»	>�2¥A��¡��s¤��Z�N¡N��¬Z���¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢!	�¢

Xt,ξ = Rξ (Xc + wt,ξ nc) + σt,ξ e3 + ςt,ξ e1
[�ø�¯ ÷�÷ \

Xb,ξ = Rξ (Xc − wb,ξ nc)− σb,ξ e3 − ςb,ξ e1
[�ø�¯ ÷ ��\

º»¼��Z¡N�8��¼��"ýR����£Z�N������� wt,ξ, wb,ξ, ��¼��8�1��¤J	�Z¡N� σt,ξ, ςt,ξ, σb,ξ, ςb,ξ ∈ R ���Z¥>����� �N¤��1�s��¼��ª¢G��� ξ�s���z�N�����ª� ý�¢
|σt,ξ−σt|+|σb,ξ−σb|+|ςt,ξ|+|ςb,ξ|+‖wt,ξ−wt‖C2,α

−2 ([s0,+∞)×S1)+‖wb,ξ−wb‖C2,α
−2 ((−∞,−s0]×S1) 6 c|ξ|

ýR��¡ |ξ| < |ξ0| �s����º»¼��Z¡N�
‖w‖C`,αδ ([s0,+∞)×S1) = sup

s>s0

(
e−δs ‖w‖C`,α([s,s+1]×S1)

)
,

‖w‖C`,αδ ((−∞,−s0])×S1) = sup
s6−s0

(
e−δs ‖w‖C`,α([s−1,s]×S1)

)
.

Ã ��¡»����� s > s0
�s��� ρ < ρ0

�ºx�§���3�����
Mk(ξ, s, ρ) :=Mk(ξ)−

(
Xt,ξ([s,∞)× S1) ∪Xm(Bρ(0)) ∪Xb,ξ((−∞,−s]× S1)

)
. [�ø�¯ ÷ ø�\

ü�¼���¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��_���ª�s���K�sýÿ��¼��D�N¼�¡N�Z�2�Z�����å��ý Mk(ξ)
�ª������£Z�2�z����£Z��¤2¥>�s�N�ª�N�����}�sý Mk(ξ)

�ª�!���
�N�ª��Î�¼����½¢2�'���Z¡N�©��¥�¥�����ÎD£Z��¤2¥>�s���������<TÍ�D£Z��¤�¥A�s£��H¥��ª��£Z� Mk(ξ, s0 + 1, ρ0/2)

�s������¼�¡ ����������£��s¤D¾
¥A�s£��H¥��ª��£��Z� Xt,ξ((s0,∞)× S1)  Xb,ξ((−∞,−s0)× S1) �s��� Xm(B̄ρ0(0))

¯
RQ�����3�A�����N¼��Kºx�Z��Î�¼������z� ¥A�s£�����ý0ýR����£Z���ª��������� Mk(ξ)

¯
÷�÷ �



� Ú"��Ø�àRá'àRã>Ø+öBqªöBqªö¶q � �m� {Q| ` ∈ N ¯ α ∈ (0, 1)
v | � δ ∈ R ¯h ¡{ � {z�]|U{ C`,αδ (Mk(ξ))

v`~ xzyo{ ~���v�� {t��,� }´| � x �Ht | ~�� | C`,αloc (Mk(ξ))
��t`u  My �H� y!xmyo{ ��t`wmwDt   � |��=| t`u����D~ �]| � x�{

‖w‖C`,αδ (Mk(ξ))
:= ‖w‖C`,α(Mk(ξ,s0+1,ρ0/2)) + ‖w ◦Xm‖C`,α(Bρ0 (0))

+‖w ◦Xt,ξ‖C`,αδ ([s0,+∞)×S1) + ‖w ◦Xb,ξ‖C`,αδ ((−∞,−s0]×S1)v | �  My �H� y v�u { � | �`v�u���v |ox � ¤;xmyo{ u {��%{ � x �Ht | ~ ¤ �9� {Qx u ¤ v´�Qu_tF~j~ xmyo{ x2 = 0
�iw�v |U{j¯ ��¦ { ¦ w(p) =

w(p̄)
��t`u@v�wmw

p = (p1, p2, p3) ∈Mk(ξ),  Myr{ u { p̄ := (p1,−p2, p3)
¦

RQ�"¡N��¤2�s¡ Ä}��¼����å��¼��Z¡N�"���å���Êºx�Z��Î�¼����s�$�N¼��"¤2�ª�����ª���Z���@¯ ²À�$ý-��£Z�åºx�"£���¤�¥A�s£����½ý�¢}��¼��ª�å�����
�s���}ºx�D£������ �����Z¡��8ºx���ªÎ�¼!�N���G� ¥A�s£��D�sýÍýR����£Z�N�������§���Q�A���Z�$�s�Q�8�Pºx�����������Q�N��¡¶ý-�s£Z�s¯9RQ�pº»���ª�
¥>��¡¶����¡�	"�N¼��]�N��¡¶ý-�s£�� Mk(ξ)

	!¢D�N¼��]����¡N¤2�s�AÎ�¡N�s¥�¼2�sýU�§ýR����£������s� u ∈ C2,αδ �s���2��¼��]¤����������������
Em
º»�ª���U	>�x� ���¶�»��¡������N�������Z�z�ª����¼��K���Z¡ ���ª£����/���ª¡N�Z£Z���ª���@¯

p æUÚÊ«�ÜAô�ã,0àxã�ê±Ú!ó'Ü�á	ã�óq ü�¼�� Æ �s£Z��	��@��¥>��¡N������¡»��	>�s��� Mk(ξ)
�ª�

LMk(ξ) := ∆Mk(ξ) + |AMk(ξ)|2

º»¼��Z¡N� |AMk(ξ)| ������¼��§����¡N¤ �sý0�N¼��§�N�Z£������ÊýR�����A�s¤������´�s��ýR��¡ ¤ ��� Mk(ξ)
¯

²À�8�N¼��m¥A��¡��s¤��Z�N¡N��¬������½���2�sý/�N¼��m�Z�������sý Mk(ξ)
�ª�!��¡ �1����£Z������	>�'������N¼��¹���s����¤��HýR��¡N¤ dvolMk(ξ)£����»	>��º»¡ �ª� �����$��� γt ds dθ �s��� γb ds dθ ������¡��N¼��2£������Z�����ª�A�s���À¢*¥>�2�Z�����É�s���$�s� γm dx1 dx2�����s¡���¼��§¤����������¹������¯OVH�'ºSºx��£��s�z���3������Î�����	A�s�ª�½¢2��� Mk(ξ)

�p�N¤��1�s��¼�ýR����£Z���ª���
γ :Mk(ξ) −→ [0,∞)

��¼����±�ª�������Z�!�N��£������ ¢å�ZÇ1���s���N� 1 ��� Mk(ξ, s0−1, 2ρ0)
�s���D�ZÇ!�A�s����� γt [R¡N��� ¥@¯ γb  γm \0���p�N¼��������

Et(ξ)
[-¡ ���N¥�¯ Eb(ξ)  Em \�¯hÔW	�� ��¡ ������¼A�������� Xt,ξ((s0,∞)×S1) �s���D�s� Xb,ξ((−∞,−s0)×S1)ºx�§¼A�	���

γ ◦Xt,ξ(s, θ) ∼ cosh2 s �s��� γ ◦Xb,ξ(s, θ) ∼ cosh2 s.Ã �ª�A�s�ª�½¢2��� Xm(Bρ0)
�ºx�§¼A�	���

γ ◦Xm(x) ∼ |x|−4.

ÌK¡��s����������¼�����	>�	���§���3�A�����Ê�N¥A�s£Z���Z>�����§£��s�z£´¼���£´Ä8��¼A���<T
Lξ,δ : C2,αδ (Mk(ξ)) −→ C0,αδ (Mk(ξ))

w 7−→ γ LMk(ξ) (w)

�����W	>�������������ª�������s¡0��¥>��¡N�����s¡�¯4ü�¼��»� �?	��N£Z¡N�ª¥�� δ ���4¤2���s�!�4���KÄs�Z��¥D��¡N�s£´Äå�sý���¼��xºx���ªÎ�¼!�N���D� ¥A�s£Z��'�s��¡Kº»¼���£´¼C��¼�� Æ �s£���	�����¥>�Z¡����N��¡K���§�s£����ª��Î�¯
ÔW	��N�Z¡ ���D��¼A����/��¼��pýR����£Z�N����� γ �ª�K¼���¡ �D�N�z£Z�����*¾���Z¡�	A���©�s��£Z�É�N¼����Zþ��£��§�sý���¼���£�����ýR�s¡N¤2�s�Uý-�s£Z�N��¡ 1√
|gMk(ξ)|

��� ��¼�����Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���C�sý���¼�� · �s¥��©�s£Z�©�s�

÷�÷�÷



���8��¼��K£��1��¡ �����A�_������ºÿ����� �§�N�D¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��¹�N¼��§�Z�����H�sý���¼��§�N��¡¶ý-�s£�� Mk(ξ)
¯�ü�¼���������¥�¡N��£Z��� ���ª¢

º»¼A���§�ª�K���Z�������G����¼A�	������¼��p��¥>��¡N�����s¡K���Q�A���Z�GýR¡N��¤ ��¼��D� ¥A�s£Z� C2,αδ (Mk(ξ))
�������8�N¼����´�s¡ Î��Z�

�N¥��s£�� C0,αδ (Mk(ξ))
¯

ü���¼��	���D��	>���N�N��¡KÎ�¡N�s�N¥}�sý�º»¼A���K���¹Î����ª��Î8�s�@@�����m���K���ª�����s¡N�ª¬Z�å��¼��p���s�����ª������¡¹�ZÇ!�A�����ª���©[�ø*¯���\
��� w = 0. R$�§Î����»�N¼��§��Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���Ê�sý���¼�� Æ �s£Z��	��/�s¥>��¡��_����¡»��	>���*�»�N¼��§� �´�����A�s¡ �Ê£������Z�����ª�

LC :=
1

cosh2 s

(
∂2s + ∂2θ +

2

cosh2 s

)
.

RQ�]£��s�"��	��N�Z¡ ���]�N¼A���±��¼��H��¥>��¡N�����s¡ cosh2 sLC
¤2�s¥��±�N¼��H�N¥A�s£Z� (cosh s)δ C2,α((s0,+∞)×S1)����������¼��§� ¥A�s£�� (cosh s)δ C0,α((s0,+∞)× S1) ¯

�*�ª¤2�ª�ª�s¡ �½¢sA�ªý0ºÿ�å���������s¡ �ª¬��K�N¼��å�������ª�������s¡»�ZÇ!�A�����ª����[�ø*¯���\»��� u = 0 Aºx�å��	����s���»[R�N�Z�"[-ø�¯ùú�\�º»�½��¼
u = 0 \x��¼���� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���Ê�sý0�N¼�� Æ �s£Z��	��/��¥>�Z¡����N��¡»��	>��������¼���¥��©�s���

LR2 := |x|4∆0.

«¹Î��s����¹��¼��G��¥>��¡N������¡ |x|−4 LR2 = ∆0
£Z�����s¡N�½¢T¤2�s¥����N¼��Q�N¥��s£�� C2,α(B̄ρ0)

�ª�!�N�+�N¼��Q� ¥A�s£Z�
C0,α(B̄ρ0)

¯�V]�	º§���¼��ÉýR����£Z���ª��� γ ¥��©��¢1���ýR�s¡]��¼����Z�����K�sý���¼����N��¡ ý-�s£Z� Mk(ξ)
��N¼���¡N���ª�É¥����	¢��Z�	!¢���¼���ýR����£Z�N���s� cosh2 s ýR��¡»��¼��É�Z�����¹�sý���¼��É�¶�´�s���A�s¡N� £����N�������ª���s���Ê��¼��å¡N���ª�å¥����	¢��Z��	�¢z�N¼��ýR����£����ª��� |x|−4 ýR��¡ÿ��¼��m¥����s����¯��*�ª��£��¹�N¼�� Æ ��£���	����s¥>��¡��_����¡���	>����� Mk(ξ)

�ª����� ¢1¤2¥*���s�N��£]��� LR2��� Em �s���Q���§�s� ¢1¤�¥����s�N��£���� LC
��� Et(ξ) �s��� Eb(ξ) Uºx��£��s��£��ª�����D��¼����§��¼��D��¥>��¡N������¡ Lξ,δ¤2�s¥�� C2,αδ (Mk(ξ))

���!�N� C0,αδ (Mk(ξ))
¯

RQ��¡ ��£��s�����N¼��§���s�N�������sý4�����z���ZÎ������Z¡��s£�¢z�ª�!�N¡N�1����£Z���z�ª�·X ÷s÷ Z¥T
� Ú"��Ø�àRá'àRã>ØTöBqªöBq «�q.� yr{ ~ } um�3v�� { Mk(ξ)

�D~k~<v���� x t�� {$| t | � {H��{Q|U{ u�v x�{ � � Lξ,δ �D~@� |ª©�{ � x �m� { ��t`uv�wmw
δ < −1.

²³�H��� �ZýR���@���D��	�� ��¡ ���§��¼����]�p���A�����ª�À¢8�s¡ Î���¤������»�����N¼��Kºx���ªÎ�¼������ · �<	>�Z�NÎ����å�N¥��s£��Z�����¤�¥��ª�ª�Z�
(Lξ,δ �����ª�_� ��£����½��� ) ⇔ (Lξ,−δ �����N��¡�� ��£����½��� )

¥�¡ �'�1�����Z� δ /∈ Z ¯��*���.X ÷ �*�ø���Z@ýR��¡�¤���¡N�K���Z�´�����ª��¯
ü�¼��������z���ZÎ������Z¡��s£�¢z��ý Mk(ξ)

ýR���ª���	º»�xýR¡N��¤ �N¼��§� �N����¢���ý0��¼��§Äs��¡N�����U�sý Lξ,δ ¯
p æUÚÊ«ÜAô�ã,4à7�4Ú1ß-Ù0è�q ²³�»�ª��Ä1���'º»����¼A���»�p�N¤��1�s�N¼ ÷ ¾À¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡�Îs¡N����¥��sý0�ª�N��¤��Z�N¡N���Z��£Z�����´�s�ª�*¾
����Î8��¼��p�����Z�!�N�ª�À¢ÊÎ������Z¡����N����� Æ �s£Z��	��M�����ª�@@�N¼A���K���K�8�N�s�����N��������ýÍ�N¼��p��Ç!�A�_�����s� LMk(ξ)u = 0 ¯ü�¼���� �������N��������º»¼��ª£ ¼Ê�s¡N�§�ª�!�_�s¡N���s�!����������¡»�N¼����s£Z�N�������sý���¼��§¡N�Q A��£����ª���Ê�¶¢1¤2¤��Z�N¡ ¢���£�¡N�s�N�»��¼��
{x2 = 0} ¥��©�����s@�s¡N��Î��Z����¡N�����Z�·	�¢ �N¼���ýR���ª���	º»�ª��Î"�s���p¥��s¡��s¤��Z�N��¡¹Î�¡N����¥��K�sýÍ�ª�N��¤�����¡N�ª���3TH�N¼������¡¶���ª£��s����¡N�s���N�������ª�����ZU��¼����N¡��s��� �©���N���s�����s���s��Î���¼�� x1 ¾P�'Å��ª��U��¼��2���ª�©���N�ª������¯;RQ�"¡ �ZýR�Z¡ [ ÷�÷ ] ýR��¡

÷�÷ �



�����´�s�ª����¯
ü�¼��2Î�¡N�s��¥Q�sýx����¡¶���ª£��s���N¡��s��� �©���N���s���§Î��Z���Z¡����N���»	!¢C�N¼��;#K�ª���ª�½��Î����Z£Z���s¡$�A���ª� Ξ(p) = e3

Îs�ª�����
¡N�ª�N�m���p��¼�� Æ �s£Z��	��U�A���ª�

Φ0,+(p) := n(p) · e3.ü�¼��C����£�����¡!�A�Z��� Ξ(p) = p �N¼A���z�ª�z�s� �N�1£��������Z�%��� �N¼��G�����G¥A�s¡N�s¤��Z�N��¡�Îs¡N����¥%�sýÉ���ª�©�_���ª�s�Î��Z����¡N�����Z�]� Æ �s£Z��	��U�A���ª���
Φ0,−(p) := n(p) · p.

ü�¼��a#K�ª���ª�½��ÎC����£�����¡;������� Ξ(p) = e1
��¼����8Îs�����Z¡����N���"��¼�� Î�¡ ����¥k��ýK��¡N�s��� �©���N�������"��������ÎG��¼��

x1
¾À�_Å*�����ª�»�s�N�N�1£Z�©�_�������N�2� Æ �s£���	��B�A�Z���

Φ1,+(p) := n(p) · e1.Ã �ª�A�s�ª�½¢s*ºx�§�������s����	!¢
Φ1,−(p) := n(p) · (e2 × p)

��¼�� Æ �s£���	��O�A�Z���[�s� �N�1£��������Z�\��� �N¼��"#K���ª�ª�½��Îz����£�����¡>�A���ª� Ξ(p) = e2 × p ��¼A����Îs�����Z¡����N�����N¼��Î�¡ ����¥z��ý4¡ �s�´���N�������»��	>��������¼�� x2 ¾P�'Å*����¯
ü�¼�� Æ �s£Z��	��@�ZÇ1�������ª����¼A�s���s�N¼���¡�� �������N�������xº»¼��ª£ ¼z�s¡ �K���s�����sÄs���z�ª�!�N�D�s£�£Z�������%	>�Z£��s��� �����8��¼��
���½þ��Z¡N����£���º»�ª�N¼+�N¼���ýR����¡ Æ ��£���	��ª�A�Z�����m� ��� �2�ª�!��¡ �1����£Z���+��¼��Z¢+�s¡ �z�����2�ª�!����¡N�©���!�p�������Z¡���¼��
�s£������s���sý���¼��§� ¢1¤�¤2����¡¶¢8º»�½��¼�¡N��� ¥>��£��]�N�D��¼�� x2 = 0 ¥����s���s¯
RX�ª�N¼���¼��Z�N�����s�������ª�����Z�ºx�§���Q�A���§��¼��§���Q�A£Z������£Z¢��N¥A��£��

D := �*¥A�s� {χtΦj,±, χbΦ
j,± : j = 0, 1}

º»¼��Z¡N� χt ���"�$£Z�����sþ%ýR����£������s���N¼A���"���2�����Z�!�N��£��s��� ¢ ��Ç!�A���]��� 1 ��� Xt,ξ((s0 + 1,∞) × S1) ������������£��s��� ¢��ZÇ!�A�s���N� 0 ��� Mk(ξ)−Xt,ξ((s0,∞)×S1) �s�����N¼A���Í���±�������s¡ �©�s���±��������¡Í�N¼��]�s£Z�N������sý���¼��§�¶¢*¤�¤��Z��¡¶¢8º»�½��¼�¡N�Z�N¥>��£��]�N�D�N¼�� x2 = 0 ¥����s���s¯�«]��� ���ºx���sÎ�¡N�Z�K��¼����
χb(·) := χt(− ·).¨ �����s¡N�½¢2ýR��¡ δ < 0

L̃ξ,δ : C2,αδ (Mk(ξ))⊕D −→ C0,αδ (Mk(ξ))

w 7−→ γ LMk(ξ) (w)���»�9	>�����������Ê���ª������¡���¥>��¡N�����s¡�¯
«W¡ ���N���ª���sýM�¯�V¹��¢����´�s�����N¼��'º»���ª�aX ø��*�ø��`Z���Å1�N�������Z�z���8£´¼A�s¥��N��¡ ÷ �s� �N��¡ ������¼A���x��¼��k	>�s�������Z�Æ �s£Z��	��´�A���ª�����sý Mk

�������s¡ �©�s���4º»�½��¼p¡ ���N¥>�Z£Z�±���m�N¼���¤���¡N¡ ��¡0� ¢1¤�¤2����¡¶¢��s£�¡ ���N����¼�� x2 = 0 ¥��©�s���������ª�������s¡�£Z��¤J	����������ª���8�sý Φ0,+ ����� Φ1,+.

Ã ¡N�s¤ ��¼A�_�»ºx�§Î����»��¼��KýR�s���ª�'º»�ª��Îp¡ ���N���ª�]��	>��������¼��§��¥>�Z¡����N��¡ Lξ,δ.
÷�÷ ø



� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø\öBqªö¶q � qË® {S��� δ ∈ (1, 2).
� yo{Q| �µu { � } �Q� |�� ξ0 � � xzy �D~��D~ |U{ � { ~j~<v�u ¤ � xzyo{ tj� { u�v x t`u

Lξ,δ
�D~;~ } u ©�{ � x �m� { v | � y v`~!va² { u |U{ w%t��"���m� {Q| ~Q�Ht | 4

¦ � t`u { t`� { u ¯�xzyo{ u {b{�� �D~ x ~ Gξ,δ
v·u�� �`y�x� | � { u_~ { ��t`u Lξ,δ xzy v x � { � {Q| �`~"~Q�;tFt xzy w ¤ t | ξ v | ��� | ��v�u x �H� } w�v�u  My tF~ {^| t`u�� �D~a�Qt }�| � { �}�| � ��t`uQ�9w ¤ v`~ |ξ| < ξ0

¦
ü�¼��ª�¹ý-�s£��m�N��Î��Z�N¼���¡]º»�ª�N¼C�s�}�s�A�s¥*�´���N�����Ê�N���s��¡m� �Z� ������Î��sý���¼������������s¡H����£Z��¤�¥>���N�½�����s� ���Z¤2¤2�
¥�¡ �'���Z�G����Xû����Z4ýR��¡m£Z�����¶�´�s���§¤2���s�}£���¡¶�����N��¡N�p�N��¡¶ý-�s£��Z�.[-�N�Z���s�ª�N�aX ÷ ��Z4ýR��¡m¤��ª���ª¤2����¼!¢1¥>��¡ �N��¡P¾
ý-�s£Z���j\ >�����ª�'º»���������D¥�¡N�	���§�N¼��KýR���ª���	º»�ª��Î�¡N�Z�N���½��¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø öBqªö¶qn¼BqÌ® {@��� δ ∈ (−2,−1). � yo{Q| �µu { � } �Q� |�� ξ0 � � xmy �D~b�D~ |U{ � { ~j~<v�u ¤ � xmyo{tj� { u�v x t`u L̃ξ,δ, ��t`u |ξ| < ξ0,

�D~W~ } u ©�{ � x �m� { v | � y v`~@v
² { u |U{ w�t��@���m� {Q| ~Q�Ht | 4
¦

ø.ò�� ( - P3-¾°^-"P�8�2 4"P37 25-!:¶P3/@-'ö�1¨û�ö$7 P31�+ /@ûÖ7 P<-"P<7 ö$1©:�N�LSû�ö$)¡25:
)¡1Q/>:¶2¬8C/

Mk(ξ)
²À�Ê�N¼����»�N�Z£Z�N�����zºx�å£Z�����N�ª����¡]�D�N¡N����£�������¡N�å�sý Mk(ξ)

¯ Ã �ª¡N� ��ºx��º»¡N�½���§¥>��¡ ���ª�����»�sý0��¼����������¹�sý
Mk(ξ)

�s�����Z¡ ���ª£����/Î�¡N�s¥�¼��H��	>��������¼�� x3 = 0 ¥����s���s¯
RQ��� �Z� rε = 1

2
√
ε
.

� Ú*é$é$ÜYöBq�«Cq-ÖYX
ÈRÖ�Ö É�[lq;� yo{ u {.{�� �D~ x ~ ε0 > 0
~ } � yaxzy v xm¯ ��t`u
v�wmw ε ∈ (0, ε0)

v | �bv�wmw |ξ| 6 ε ¯v | v |o|o} w�v�u]��v�u x t�� xmyo{@{Q| �`~ Et(ξ) ¯ Eb(ξ) v | � Em t��
Mk(ξ)

��v | � {�  u�� x�x�{Q|�¯ u { ~�� { � x �m� { w ¤l¯ v`~� { u x �H��v�w � u�vQ� y ~@v��Qt }�xOxmyo{ v |o|o} w } ~ B2rε −Brε/2
��t`u xzyo{ � }´| � x �Ht | ~

Ut(r, θ) = σt,ξ + ln(2r)− ξ r cos θ +OC∞b (ε),
Ub(r, θ) = −σb,ξ − ln(2r)− ξ r cos θ +OC∞b (ε),
Um(r, θ) = OC∞b (r−(k+1)).

� { u { (r, θ) v�u {dxzyo{ �ot`w�v�u%�jtFt`u���� | v x�{ ~¡� |;xmyo{ {x3 = 0} �iw�v |U{ ¦J� yo{ � }´| � x �Ht | ~ O(ε)
v�u { � {z�]|U{ �� |;xmyo{ v |o|o} w } ~ B2 rε−Brε/2

v | �@v�u { �Qt }´| � { ��� |.xzyo{ C∞b x tj�ot`wDt ��¤ � ¤ v9�jt | ~ x v |ox �µ� | � { � {Q| � {Q|oxt | ε � � } w x ���iw¹� { �
� ¤ ε ¯M Myo{ u {%xzyo{ ��v�u x ��v�w�� { u��m�`v x �m� { ~�v�u { ��t`��� }�x�{ �   � xzy u { ~�� { � xMx t xmyo{ � { � x t`u�d{ w��`~ r ∂r v | � ∂θ ¦
ü�¼��Z� Mk(ε/2)

¼A�s���Àºx�D�Z����� Et(ε/2) ����� Eb(ε/2) º»¼���£´¼z�s¡N�mÎ�¡���¥�¼����	����¡���¼�� x3 = 0 ¥��©�����ýR��¡�ýR����£Z���ª����� Ut �s��� Ub ���Q�A���Z� ������¼����s���1���ª��� B2 rε −Brε/2
¯,RQ��� �Z�

sε = −
1

2
ln ε ����� ρε = 2ε1/2.

RQ�"���3����� MT
k (ε/2)

�N��	>�2��Ç!�A�s�Í��� Mk(ε/2)
ýR¡ ��¤ º»¼���£´¼$ºx�"¼A�����"¡N��¤��	�����$�N¼��"��¤2�sÎs���sý

(sε,+∞)×S1 	�¢ Xt,ε/2,
�N¼�����¤2�sÎ��x��ý (−∞,−sε)×S1 	�¢ Xb,ε/2

�s���p�N¼�����¤2�sÎ��x��ý Bρε(0)
	�¢

Xm.
²À� �N¼����]� ��£������s� ºx�åº»�ª���/¥�¡N�	���å��¼��å��Å*���¶������£����sý±��ý-�s¤���� ¢��sý��N��¡ ý-�s£Z���m£Z����� �å�N� MT

k (ε/2).

÷�÷ �



RQ�§ýR�s���ª�	º%�N¼��Kºx��¡ ÄaX ÷s÷ Z�¯
Ã �ª¡N� ��*ºx�§¤��1���½ý�¢���¼��K¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�8�sý��N¼��§�Z����� Et(ε/2)  Eb(ε/2) �s��� Em �ýR�s¡»�s¥�¥�¡N��¥�¡N�½¾���N���K�_�s�����Z�§��ý s U� ���N¼A����@º»¼���� r ∈ [3rε/4, 3rε/2]

��¼��D£���¡ ���Z�å£Z��¡N¡ ��� ¥>�������ª��Î��N����¼��p��¤2�sÎ��
�sý

θ → (r cos θ, r sin θ, Ut(r, θ)), θ → (r cos θ, r sin θ, Ub(r, θ)),

θ → (r cos θ, r sin θ, Um(r, θ))£��s¡N¡N�Z�N¥>����� ¡ ��� ¥>��£Z�N�ª���Z�ª¢8���p��¼��§£���¡ ���Z� {s = ln(2r)}, {s = − ln(2r)}, {ρ = 1
r
} ¯ü�¼��É� ��£Z�����}�¶���Z¥����»��¼��å¤��1���n�A£������ª�s�z�sý������ª�]����¡N¤2�s�@����£Z�N��¡��A�Z���Ê��� Mk(ε/2)
�������"�D��¡������¶¾

����¡ �N�"�����ª�§����£Z�N��¡$�A���ª� ñε/2 �ª�Q� ��£ ¼\��º��	¢}��¼A���å�½��£����ª��£Z�����Z��º»�½��¼G�N¼��2����¡ ¤"��������£�����¡$�A�Z���
nε/2

��� Mk(ε/2)
A���»�ZÇ1���s�U�N� e3 ���z�N¼���Î�¡N�s¥�¼z�'����¡ B3rε/2 − B3rε/4

�sý0��¼��§ýR����£Z�N������� Ut �s���
Ub
�s�����ª�!�N��¡N¥>�s�©���N���N¤��1�s�N¼��ª¢"	>�Z�Àºx���Z�}��¼��É���ªþ��¡ �����m���3�A���ª���ª�����]��ý ñε/2 �ª� ���½þ��Z¡N�����¹�N�?	�� �Z�N��sý MT
k (ε/2)

¯
Ã �ª�A�s�ª�½¢�ºx����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�H£Z����� �K��� Et(ε/2), ºx��£��s�zÎ��½���K�N¼��KýR�����ª�	º»�ª��Î���� �N��¤2������T

∣∣cosh2 s
(
LMk(ε/2)v − cosh−2 s

(
∂2ssv + ∂2θθv

))∣∣ 6 c
∣∣cosh−2 s v

∣∣ . [�ø�¯ ÷ �\
ü�¼��ª��ýR�����ª�	º»�����s�N�ª�ª¢2ýR¡N��¤Û[-ø�¯���\x�N��Î�����¼��Z¡�º»�ª�N¼���¼��§ý-��£Z�»�N¼A��� wt,ξ [R�N�Z�;[�ø�¯ ÷�÷ \�\x���Z£��	¢1�¹�_�H�ª���s�¶����ªÄs� cosh−2 s �s� Et(ε/2). �*��¤��ª����¡�£Z�����N�ª���Z¡������ª������¼����ª�z£Z����� �§�N¼��$	>���N���s¤ �Z��� Eb(ε/2). V]���s¡��¼���¤��������ª�m¥��©���A�s¡������ Em, ºx����	��N�Z¡ ���§��¼A������¼��KýR�����ª�	º»�ª��Îp�Z� �N��¤2�����m¼��������<T

∣∣|x|−4
(
LMk(ε/2)v − |x|4∆0v

)∣∣ 6 c
∣∣|x|2k+3∇v

∣∣ . [�ø�¯ ÷ ú�\
ü�¼��ª�ÿýR���ª���	º»�Í�����N���½¢pýR¡N��¤ [�ø�¯ûú�\��N��Î��Z�N¼���¡Íº»�ª�N¼"�N¼��]ý-�s£��ÿ��¼A��� um ���Z£��	¢1�����x�ª���s�¶�x����Äs� |x|k+1 ���
Em.

ü�¼��2Î�¡N�s¥�¼Q�sý���ýR����£Z���ª��� u 0���N�ª��Îz�N¼������Z£Z�N��¡$�A���ª� ñε/2 �º»�ª���,	>�"�z¤������ª¤��s��� ��¡ ý-��£��2�ªý��s��������½¢8�½ý u �ª�»�D�N�s�����N��������ý��D� ��£Z�����Ê��¡N����¡»���s�����ª������¡��Z���ª�ª¥����½£m��Ç!�A�_�����s�z�sý���¼��KýR��¡ ¤
LMT

k (ε/2) u = L̃ε/2 u+Qε (u)

º»¼��Z¡N� LMT
k (ε/2)

���p�N¼�� Æ �s£Z��	��»�s¥>��¡��_����¡���	>����� MT
k (ε/2)

 Qε
�����C���s�����ª�����s¡��N�Z£���������¡ ����¡

���½þ��Z¡N���������s�ÿ��¥>�Z¡����N��¡p�s��� L̃ε/2 ���p���ª�������s¡å��¥>��¡N������¡åº»¼���£´¼[�´��Äs���p�������}�s£�£Z�������p��¼���£´¼A�s��Î���sým��¼�� ����¡N¤2�s������£�����¡.�A���ª� [-�����ª¢ ýR��¡��N¼�� �N��¥T�s����	>���N����¤ �Z�����j\"�s������¼�� £ ¼��s��Î�� �sýK��¼��
¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�@¯0ü�¼����x��¥>��¡N�����s¡x���ÿ�N��¥�¥>�s¡ ���Z�����8�É�����ªÎ�¼�	>�s¡N¼��1�1���x�sý {±sε}× S1 *º»¼���¡N�m�ª�N�
£��1�Q§�£��ª���!�N�Í�s¡ �������ªýR��¡ ¤2� ¢@	>�s�������Z�=	!¢��K£Z�����¶�´�s�������ª¤2�Z� ε !�s���D�K�����ªÎ�¼�	>��¡ ¼��1�1�p�sý {ρε}×S1

º»¼��Z¡N���ª�N��£��1�Q§2£Z���Z�!���]��¡N�§�����ªýR��¡ ¤2� ¢;	>�����������^	�¢��D£Z����� ���s�!�»�N��¤���� ε2 ¯
V]�	º§Hºx�}£������ �����Z¡8��¼�¡ ���}�Z���Z�%ýR����£����ª����� ϕt, ϕb, ϕm ∈ C2,α(S1) �N��£´¼X��¼A�_� ϕt, ϕb �s¡N� L2 ¾
��¡¶��¼���Îs���A�s���� 1 ����� θ → cos θ º»¼����ª� ϕm �ª� L2 ¾À��¡¶��¼���Îs���A�s��N� 1 ¯±«]�N� ��¤2�K��¼A�_�»�N¼��Z¢������N���¶ý�¢

‖ϕt‖C2,α + ‖ϕb‖C2,α + ‖ϕm‖C2,α 6 κ ε. [�ø*¯ ÷ ��\
÷�÷ ú



RQ��� �Z� Φ := (ϕt, ϕb, ϕm)
�s����ºx�§���Q�A��� wΦ

���
	>�K��¼��KýR����£����ª������Ç!�A�s�@���?T
÷ ¯ χ+Hϕt(sε − s, ·) ���8�N¼��K�ª¤"��Î��]�sý Xt,ε/2

º»¼��Z¡N� χ+
�ª���É£����¶¾À�sþÊýR����£����ª�����ZÇ!�A�s���N� 0 ýR�s¡

s 6 s0 + 1 �s���z�ª���������ª£��s�ª�½¢2��Ç!�A�s�@��� 1 ýR��¡ s ∈ [s0 + 2, sε],

�*¯ χ−Hϕb(s− sε, ·) ���"��¼��m��¤2�sÎ��H�sý Xb,ε/2
º»¼���¡N� χ−

�����É£��*� ¾À��þÊýR����£����ª���8��Ç!�A�s��N� 0 ýR�s¡
s > −s0 − 1 �s���z�ª���������ª£��s�ª�½¢2��Ç!�A�s�@��� 1 ýR��¡ s ∈ [−sε,−s0 − 2],

ø�¯ χm H̃ρε,ϕm(·, ·) ���$��¼��8��¤2�sÎ�����ý Xm,
º»¼��Z¡N� χm ���É� £����¶¾À�sþ+ýR����£����ª���\�ZÇ1���s�ÿ��� 0 ýR�s¡

ρ > ρ0
�s���z�ª���������ª£��s�ª�½¢2��Ç!�A�s�@��� 1 ýR��¡ ρ ∈ [ρε, ρ0/2],

��¯H�p�����N¼��§¡N�Z¤"�s�ª���ª��Î�¥A�s¡ �»�sý���¼��§� ��¡ ý-�s£Z� MT
k (ε/2).

ü�¼��m��¥>�Z¡����N��¡N� H̃ �s��� H ��¡N�¹¼A�s¡ ¤2�s����£H��Å1���Z���N�ª��������ª�!�N¡N�1����£Z���8���"«¹¥�¥>�Z����� Å8« ¡N��� ¥>��£����ª���Z�ª¢����¥�¡N��¥>��� �ª�N��������ø�¯���¯û�p�s���Êø�¯���¯���¯
RQ��ºx�����ª� �ª��Äs�K���2¥�¡ �'������¼A�_����������Z¡m�s¥�¥�¡N��¥�¡N�©�_�����H¼�¢1¥>�s��¼��Z�N�Z����N¼��åÎ�¡N�s¥�¼Ê�'���Z¡ MT

k (ε/2)
�sý

��¼��§ýR����£Z�N����� u = wΦ + v �ª�»�D¤������ª¤��s��N��¡ ý-�s£Z�s¯Íü�¼����»�ª�»�ZÇ!���ª�_�s���Z�!�����D�N���½���K��¼��§�ZÇ1�������ª���BT
LMT

k (ε/2)(wΦ + v) = L̃ε/2(wΦ + v) +Qε(wΦ + v).

ü�¼��"¡N�Z�N���ª�����ª���Q��ý���¼��2¥�¡ �Z�1�������É�ZÇ1�������ª���$������	����s�������Q�N¼A�s��Ä!�å���z��¼���ýR�����ª�	º»�ª��Î!��Å*�Z�[¥>���ª�!�
¥�¡ ��	����Z¤^T

v = T (Φ, v) [-ø�¯ ÷ ��\
º»�ª�N¼

T (Φ, v) = Gε/2,δ ◦ Eε
(
γ
(
L̃ε/2(wΦ + v)− LMT

k (ε/2) wΦ +Qε(wΦ + v)
))

,

º»¼��Z¡N� δ ∈ (1, 2), �N¼�����¥>��¡N������¡ Gε/2,δ
������¼��å���3�A���Z�����Ê°�¡N�s¥>���N�½�����s�Êø*¯ûø�¯ûúD�s��� Eε �ª�]�D���ª�����s¡��Å1�N����� �����z��¥>��¡��_����¡

Eε : C0,αδ (MT
k (ε/2)) −→ C0,αδ (Mk(ε/2)),

º»¼��Z¡N� C0,αδ (MT
k (ε/2))

�������������/�N¼����N¥A�s£Z�±�sý!ýR����£������s���/�sý C0,αδ (Mk(ε/2))
¡ ��� �N¡N�ª£Z���Z�§�N� MT

k (ε/2).²³�±�ª�����3�A�����.	�¢ Eεv = v ��� MT
k (ε/2), Eεv = 0 ������¼��»�ª¤2�sÎ��x��ý [sε+1,+∞)×S1 	�¢ Xt,ε/2,

�ª�
��¼��m�ª¤"�sÎs�H�sý (−∞,−sε− 1)×S1 	�¢ Xb,ε/2

�s�����ª�"�N¼��¹��¤2�sÎ��H�sý Bρε/2×S1 	!¢ Xm.
Ã �����s�ª�½¢

Eεv ���»���z��������¡ ¥>���©�_���ª�s���sý���¼��Z�N�§���������Z�»������¼���¡ ��¤2�s�ª���ª��Îp¥��s¡ �»�sý Mk(ε/2)
� ��£´¼Ê�N¼A���

(Eεv) ◦Xt,ε/2(s, θ) = (1 + sε − s)(v ◦Xt,ε/2(sε, θ)),
ýR��¡ (s, θ) ∈ [sε, sε + 1]× S1,

(Eεv) ◦Xb,ε/2(s, θ) = (1 + sε + s)(v ◦Xb,ε/2(sε, θ))
ýR��¡ (s, θ) ∈ [−sε − 1,−sε]× S1,

(Eεv) ◦Xm(ρ, θ) =

(
2

ρε
ρ− 1

)
(v ◦Xm(ρε, θ))

ýR��¡ (ρ, θ) ∈ [ρε/2, ρε]× S1.

÷�÷ �



Z8Ú1é$Ü�ó'òGöBq «Cqªõ¶q � ~k�jt | ~ {��<}o{Q| � { t�� xzyo{ �iu_tj� { u x � { ~Wt�� Eε, � � supp v∩(Bρε −Bρε/2

)
6= ∅ xzyo{Q|

‖(Eεv) ◦Xm‖C0,α(B̄ρ0 )
6 cρ−αε ‖v ◦Xm‖C0,α(Bρ0−Bρε ).� y �D~d� yo{Q| t`� {Q| t | t�� {�� �iwDtF~Q�Ht | t�� xmyo{$| t`u�� ��t { ~ | t x tF�j� } u |U{ v�u xzyo{ ��v x�{Q| t`����v�w x¥¤ � {9{Q| �`~<£

‖(Eεv) ◦Xt,ε/2‖C0,α([s0,+∞)×S1) 6 c‖v ◦Xt,ε/2‖C0,α([s0,sε]×S1).

� ~Q�m�9�mw�v�u {��<} v x �Ht |^y t`w��`~h��t`u xzyo{ �Qt x�x t`� {Q| ��¦
� |�xmyo{ ��t`wmwDt   � |��= ¡{�  �mwmwCv`~j~ } � { α > 0

v | �!�QwDtF~ {kx t>¢ { u_t�¦
ü�¼��m��Å*���¶���Z��£��K�sý��É�N���ª�����ª��� v ∈ C2,αδ (MT

k (ε/2))
ýR�s¡ÿ��¼��¹��Ç!�A���N�����e[�ø*¯ ÷ ��\Í�ª���É£������ ��Ç!������£��§��ý

��¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¡ ���N���ª��º»¼���£´¼z¥�¡N�	�����»�N¼A��� T ���»�p£�������¡N�s£Z�N����ÎD¤2�s¥�¥�����Î�¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�ö¶q «Cqªö¶q=� yo{ u {J{�� �D~ x �jt | ~ x v |ox ~ cκ > 0

v | � εκ > 0 ¯ ~ } � y!xzy v x
‖T (Φ, 0)‖C2,α

δ
(MT

k (ε/2)) 6 cκ ε
3/2 [�ø�¯ ÷ ��\

v | � ¯ ��t`u@v�wmw ε ∈ (0, εκ)
v | � 0 < α < 1

2
¯

‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α
δ (Mk(ε/2))

6
1

2
‖v2 − v1‖C2,α

δ (Mk(ε/2))
,

‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α
δ (Mk(ε/2))

6 cε ‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1),
[�ø�¯ ÷ ��\

 Myo{ u {� ¡{Wy v�� { ~ {Qx ��t`u�~ y t`u x
‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) = ‖ϕt,2 − ϕt,1‖C2,α(S1) + ‖ϕb,2 − ϕb,1‖C2,α(S1) + ‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α(S1),

��t`u�v�wmw
v, v1, v2 ∈ C2,αδ (MT

k (ε/2))
v | �^~<v x �D~z� ¤ � |�� ‖v‖C2,α

δ
6 2 cκ ε

3/2 v | �>��t`u;v�wmw¡�Qt }�| ��v�u ¤��v x v Φ,Φ1,Φ2 ∈ [C2,α(S1)]3
~<v x �D~z� ¤ � |�� [�ø�¯ ÷ ��\ ¦

� ó_ã@ã�ä_q R$�D¡N�Z£������4��¼����§�N¼�� Æ �s£Z��	�����¥>�Z¡����N��¡§�s�N� �1£��������Z�C��� Mk(ε/2),
�ª�§�s� ¢1¤�¥����s�N��£É������¼��

��¥>�Z¡����N��¡K��ýÍ��¼��p£����N�����s���C�����s¡m��¼��p£����N�����s���A�����Z��������s���C�ª�m���K�s� ¢1¤�¥����s�N��£É���8��¼��p�©�s¥��©�s£Z���s�
�����s¡m�sý��N¼���¥����s�A�s¡]�Z���@¯§ü�¼���ýR����£����ª��� wΦ

�ª�¹�������!�N��£��s��� ¢�¬���¡ �8ý-�s¡]ýR¡ ��¤h�N¼����������mº»¼��Z¡N����¼��
��Å*¥��ª��£Z�ª�å��Å*¥�¡ ���N�N�ª���[�sý LMk(ε/2)

���å���s�ÉÄ1���'º»�BTD��¼��ª�É������¼��"¡N���s�N���\�sý»����¡å¥A�s¡ �N��£Z���©�s¡�£´¼��s��£��
���}�N¼��D���3�A���ª���ª���C�sý wΦ.

ü�¼��Z�QýR¡ ��¤ ��¼������Q�A���½�����s�C�sý wΦ,
��¼A����Ä!�§���Ê°�¡ ��¥>���N�½���ª���Cø�¯ûø*¯ùú*@���[�ø*¯ ÷ ��\��s���»[-ø�¯ ÷ ú�\ �ºx����	��´�������N¼��§���¶����¤2���N�

‖Eε
(
γLMT

k (ε/2) wΦ

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
=

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k (ε/2) −
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+

÷�÷ �



∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k (ε/2) −
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xb,ε/2)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

ρ−αε

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k (ε/2) −∆0

)
(wΦ ◦Xm)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xb,ε/2)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

cε−
α
2

∣∣∣∣ρ2k+3∇(wΦ ◦Xm)
∣∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 cκ ε
2 + ck ε

3/2 6 cκε
3/2.

ü�����	����s���8��¼��ª�»�Z� �N��¤2�����¹ºx����� ���z��¼��KýR�����ª�	º»�ª��Îp�s�����3T
sup

[s0+1,sε]×S1

e−δs
∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣
0,α;[s,s+1]

6 c sup
[s0+1,sε]×S1

e−δse−2(sε−s)e−2s|φt|2,α 6

c e−2sε|φt|2,α 6 ckε
2

[��p�N�ª¤2�ª����¡x��� �N��¤2���N�K¼����ª����ýR��¡���¼���	>���N���s¤ �Z���r\��s���
sup

[ρε,ρ0]×S1

|ρ2k+3∇(wΦ ◦Xm)| 6 cε−α/2‖ρ2k+3∇wΦ‖C0,α([ρε,ρ0]×S1) 6 ckε
3/2.

®]� ����Îp��¼���¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª���»��ý L̃ε/2 �ºx�§��	����s���
‖Eε
(
γL̃ε/2 wΦ

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 cε‖wΦ ◦Xt,ε/2‖C0,α

δ ([s0+1,sε]×S1)

+ cε‖wΦ ◦Xb,ε/2‖C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1) + cε1−α/2‖wΦ ◦Xm‖C0,α([ρε,ρ0]×S1) 6 cκε

3/2.

«¹�§ýR��¡K��¼����©�s�¶���N��¡ ¤ÊUºx��¡N��£��s������¼������N¼��2��¥>�Z¡����N��¡ Qε
¼��s���Àºx�Ê���ªþ��¡ �����å��Å*¥�¡ ���N�N�ª�����É�½ýÿºx�

£��s���N�ª����¡��N¼��§£����N�����s���A�s���À¢1¥>���Z��� �s������¼��§¥����s�A�s¡�������[-� ���;[-ø�¯���\��s���»[�ø*¯û��\�\ ¯±²³�»¼����ª�����N¼A���
‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 ckε

3/2.

²À��ý-�s£Z�
‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 c‖wΦ ◦Xt,ε/2‖2C2,α

δ/2
([s0+1,sε]×S1)

+c‖wΦ ◦Xb,ε/2‖2C2,α
δ/2

([−sε,−s0−1]×S1)
+ cε−α‖wΦ ◦Xm‖2C2,α([ρε,ρ0]×S1) 6 ckε

3/2.

«¹��ýR��¡��N¼��§�N�Z£������Ê���¶���ª¤"���N�s*ºx��¡ ��£��s�����N¼A���
T (Φ, v) :=

(
Gε/2,δ ◦ Eε

) (
γ
(
L̃ε/2(wΦ + v)− LMT

k (ε/2) wΦ +Qε (wΦ + v)
))

.

ü�¼��Z�
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk(ε/2))
6 c‖Eε

(
γL̃ε/2(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))

÷�÷ �



+c‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α
δ (Mk(ε/2))

.

RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�»ýR¡ ��¤ ��¼��§£Z����� �����Z¡����N�������»��	>�	���§�ª��ýR�����ª�	º»���N¼A���
‖Eε
(
γL̃ε/2(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 cε||v2 − v1||C2,α

δ (Mk(ε/2))

�s���
‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 cκε||v2 − v1||C2,α

δ (Mk(ε/2))
.

ü�¼��Z�
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk(ε/2))
6 cε||v2 − v1||C2,α

δ (Mk(ε/2))
.

ü����N¼��	º ��¼��§���s� �»�Z� �N��¤2�����m�ª�������N�´§2£Z���Z�!�H�N����	��N�Z¡ ���§��¼A���
‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α

δ (Mk(ε/2))
6 ‖Eε

(
γL̃(wΦ2 − wΦ1)

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
+

+‖Eε (γ (Qε (wΦ2 + v)−Qε (wΦ1 + v))) ‖C0,α
δ (Mk(ε/2))

6

6 cε‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) + c‖v‖C0,α
δ (MT

k (ε/2))‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) 6 cε‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1).

p æUÚ!ã�ó_Ú1é öBq «Cq «�qW {Qx � { B := {w ∈ C2,αδ (Mk,ε) | ||w||2,α 6 2cκε
3/2}. � yo{Q|�xzyo{.| t | w¹� |U{ v�u�=vQ���i� |�� T � {z�]|U{ �;v��Qt`� {Wy v`~@v }�| � �<}o{]���´{ ���ot`� |ox v � | B.

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼���¥�¡ �Z�1�������H�ª��¤�¤"�É�N¼��	º»�H�N¼A����A�½ý ε ����£ ¼��s�N���Ê�N¤2�s�ª�@�Z������Îs¼@A�N¼��§�������ª�������s¡�¤"��¥*¾¥��ª��Î T �ª�H��£Z������¡���£Z���ª���z¤2�s¥�¥��ª��ÎpýR¡ ��¤ ��¼��$	A�s��� B ��ý�¡N�s������� 2cκε3/2 ��� C2,αδ (MT
k (ε/2))

�ª�!�N�
�ª�N�N�Z�ªýP¯ÿü�¼����»���������§ýR���ª�ª�'º»��ýR¡N��¤ ��¼������¶����¤2���N����ý4��¼�������¡ ¤ �sý T (Φ, 0). ¨ �����N��Ç!���������ª¢���¼��s��Ä!����.�*£´¼oós������¡5��Å*�Z� ¥>���ª�!����¼��Z��¡N�Z¤Ê T ¼A���]�p�����ªÇ!���k��Å*���Ê¥>������� w �ª����¼��ª�ª	A�s����¯
ü�¼��ª�x��¡NÎ���¤2�Z�!�Í¥�¡N�	�1�����Z�x�§¤2�ª���ª¤2�����N��¡ ý-�s£Z� MT

k (ε/2,Φ)
º»¼���£´¼"�ª�Í£Z����� �»��� MT

k (ε/2)
�����2¼A�s�

��¼�¡N���W	>�������A�s¡N�ª���Z¯�ü�¼������ ��¡ ý-��£��K�ª��*£��ª���N�]�����ª���x��¥�¥>��¡��s�����ª�'ºx�Z¡¡	>�������A��¡ ¢���É���Z¡ ���ª£�����Î�¡N�s¥�¼
�'�s��¡���¼����s���1���ª��� Brε −Brε/2

º»¼���� ��¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��_���ª�s�����Z�¡N�Z�N¥>��£����½�����ª¢s�Î��½�����!	!¢
Ut(r, θ) = σt,ε/2 + ln(2r)− ε

2
r cos θ +Hϕt(sε − ln 2r, θ) + Vt(r, θ),

Ub(r, θ) = −σb,ε/2 − ln(2r)− ε

2
r cos θ +Hϕb(sε − ln 2r, θ) + Vb(r, θ),

º»¼��Z¡N� sε = −1
2
ln ε. ü�¼��"	>�������A�s¡ ���Z���sý���¼��8�N��¡¶ý-�s£��8£Z��¡N¡ ���N¥>�s���[��� rε = 1

2
ε−1/2. V]���s¡�	�¢��¼��Ê¤2�ª�����ª�!	>�������A�s¡ ¢ �N¼��Ê�N��¡ ý-�s£Z� �ª�2�G���Z¡ ���ª£��s�»Î�¡N�s¥�¼Y�'���Z¡2�N¼�� �s���!������� Brε − Brε/2,

²³���
¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s���ª�

Um(r, θ) = H̃ρε,ϕm(1/r, θ) + Vm(r, θ),º»¼��Z¡N� ρε = 2ε1/2. «]�����N¼��KýR����£����ª����� Vi ýR��¡ i = t, b,m ���Z¥>�����Ê�����z�ª�������s¡N�½¢2��� ε, ϕ.
÷�÷ �



� Ú*é$é$ÜzöBq «Cq � q@� yo{ � }´| � x �Ht | ~ Vi(ε, ϕi), ��t`u i = t, b,
~<v x �D~z� ¤ ‖Vi(ε, ϕi)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)

6

cε
v | �
‖Vi(ε, ϕi,2)(rε·, ·)− Vi(ε, ϕi,1)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)

6 cε1−δ/2‖ϕi,2 − ϕi,1‖C2,α . [�ø�¯û�s��\
� yo{ � }�| � x �Ht | Vm(ε, ϕ) ~<v x �D~ �d{ ~ ‖Vm(ε, ϕ)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)

6 cε
v | �

‖Vm(ε, ϕm,2)(ρε·, ·)− Vm(ε, ϕm,1)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)
6 cε‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α . [�ø�¯û� ÷ \

� ó_ã@ã�ä_q RQ�±�¶�´�s¡¶�U��	��N��¡¶�1����Î���¼����@��¼���ýR����£����ª����� Vt, Vb, Vm �s¡ ����¼���¡N���¶��¡N�ª£Z�N����������� Et(ε/2), Eb(ε/2), Em�sý���Å*���Ê¥>��������ýR�s¡��N¼��§��¥>�Z¡����N��¡ T. ü�¼��§ºx�s�!�N���Ê�Z� ���ª¤"�_������ýR���ª�ª�'ºXýR¡ ��¤
‖Vi(ε, ϕ2)(·, ·)− Vi(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄2rε−Brε/2) 6 ceδsε‖T (Φ2, Vi)− T (Φ1, Vi)‖C2,α

δ (Ei(ε/2))
,

ýR��¡ i = t, b ��N��Î��Z�N¼���¡�º»�ª��¼
‖Vm(ε, ϕ2)(·, ·)− Vm(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄2ρε−Bρε/2) 6 c‖T (Φ2, Vm)− T (Φ1, Vm)‖C2,α(Em)

�s�����N¼��§���¶����¤2���N�=[�ø*¯ ÷ ��\x�sý4°�¡N��¥>��� �ª�N������ø�¯���¯ ø�¯
ø.ò(' Í � Î 2*)�ö@7 1!1Q25:
²À�$�N¼����å� ��£������s�@0ºx�;	�¡N�ª�3 �¢G¥�¡ ��� ��������¼���Ï � ] {�� v����iw { ~ Mσ,α,β

� �N�������Z�\����X ���*4��ø�0ø ÷ ���ø`Z[������N�2£��s���ª��� x t`u_t`����v�w y v�w �µ�iw�v |U{ w�v ¤�{ uj~ \ �º»¼���£´¼}��¡N����¼��É�����½¢�¥�¡N�s¥�Z¡N�½¢z�Z¤J	�Z�����Z�}���s�?	��ª¢�¥>��¾¡N�ª�1����£å¤������ª¤2�����N��¡ ý-�s£Z���Kº»�½��¼}Î��Z�1���K�����p�s���a�A���ª���Z�ª¢Ê¤2�s��¢ ¥A�s¡N�s���ª���¡[¥�*£ ¼���¡NÄ�¾V�P¢1¥>�F\m�������§�ª�
��¼���Ç!���������Z�!�@[-� ���.Xc���`Zm\ ¯
Ã ��¡±���s£´¼ σ ∈ (0, π

2
)  α ∈ [0, π

2
] ����� β ∈ [0, π

2
] º»�ª��¼ (α, β) 6= (0, σ) !£������N������¡±��¼��H¡ ��£��´�s��Îs���©�s¡

���s¡N��� Σσ =
{
(z, w) ∈ C2 | w2 = (z2 + λ2)(z2 + λ−2)

} >º»¼��Z¡N� λ = λ(σ) = cot σ
2
> 1 ¯Hü�¼��#�� µW��Å��s¤�¥��ª� Mσ,α,β

�ª�»�������Z¡N¤������Z�^	�¢��ª�N�]Ì§�s���N�»¤"��¥ g �s������¼��§���ªþ��¡ ���!�N�©�s���sý4�ª�N�»¼��Z��Î�¼��ýR����£����ª��� h �º»¼��ª£ ¼Ê�s¡ �§���Q�A�����Ê��� Σσ
�����zÎ��½�����'	�¢�T

g(z, w) =
az + b

i(a− bz)
, dh = µ

dz

w
,

º»�ª�N¼
a = a(α, β) = cos α+β

2
+ i cos α−β

2
;

b = b(α, β) = sin α−β
2

+ i sin α+β
2

;

µ = µ(σ) = π cscσ

K(sin2 σ)
,

[�ø�¯û����\

º»¼��Z¡N�
K(m) =

∫ π
2

0
1√

1−m sin2 u
du  0 < m < 1 ����4��¼��»£Z��¤�¥����������Z�����ª¥��N�ª£x�ª�!�N��Î�¡N�s�*�sýi�A¡ � �±Ä!������¯�*��£´¼ µ ¼A�s��	>���Z�"£ ¼��s�N���"�N���N¼A���±��¼��»���Z¡ ���ª£��s�A¥A�s¡¶�ÿ��ý���¼��% ��*Å2��ý Mσ,α,β

�s�ª����Î��s��¢D¼���¡ ��¬Z���!���s�
���������/� ��£������s�z��Ç!�A�s�ª� 2π ¯

÷ �s�



Z8Ú1é$Ü�ó'ò�öBq � q-ÖrqW� yo{ ��t`wmwDt   � |�� ~ x v x�{ � {Q|ox ~ � �m� {�} ~dvk� {Qx¥x�{ u }�| � { uj~ x v | ��� |�� t�� xzyo{M��{ t`� {Qx u��H��v�w� { v | � |�� t�� a, b � {z�]|U{ �;v��Qt`� { £
�µ� �

b→ 0
� �$v | �!t | w ¤ � � α→ 0

v | � β → 0 ¯ � |� My �H� y ��v`~ { a→ 1 + i
¦

�µ�m� � |b|2 + |a|2 = 2
¦

�µ�m�m� � ® yo{Q| β = 0 ¯�xmyo{Q| a = (1 + i) cos α
2

v | � b = (1 + i) sin α
2

¦?� | ��v�u x �H� } w�v�u ¯ b = O(α)
¦

�µ�m� � ® yo{Q| α = 0 ¯hxmyo{Q| a = (1+ i) cos β
2

v | � b = (−1 + i) sin β
2

¦�� | ��v�u x �H� } w�v�u ¯ b = O(β)
¦

�µ� � � |���{Q|U{ u�v�w ¯ ∣∣ b
a

∣∣ = tan ϕ
2
¯ª ,yo{ u { ϕ �D~ xmyo{ v |�� w { � {Qx¥ ¡{j{Q|·xmyr{}Ð t`u xmy Ä5t`w { (0, 0, 1) ∈ S2v | � xmyo{ �ot`w { t�� g ~ {j{Q| � | S2 �F��v xmyo{ � | � { u_~ { t�� xzyo{ ~ x�{ u { t � u�vQ� y �H�¡�iu_t ©�{ � x �Ht | ¦

ü�¼���#�� µQ� Å���¤2¥��ª� Mσ,α,β
£����$	>��¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬Z���K�s� Σσ

	!¢¹�N¼�����¤�¤���¡ �N�ª��� X = (X1, X2, X3) =
<
∫
W �º»¼���¡ � W ������¼��kR$�Z���Z¡N� �N¡��s� �»ýR��¡ ¤^T

W =

(
1

2

(
1

g
− g

)
dh,

i

2

(
1

g
+ g

)
dh, dh

)
.

ü�¼����Z�����m�sý Mσ,α,β
£���¡ ¡N��� ¥>���������2��¼��É¥�����£Z����¡N��� {A,A′, A′′, A′′′} = g−1({0,∞}) @����� ��¼��	�¡N�s��£´¼z���������Z�»�sý g �s¡ �K��¼����N�Kº»�ª�N¼ w = 0 ��V¯ �s¯

D = (−iλ, 0), D′ = (iλ, 0), D′′ = ( i
λ
, 0), D′′′ = (− i

λ
, 0). [�ø*¯ù�sø�\

�*�Z���G�ª� S2 ��N¼���� �D¥>���ª�!���]ýR��¡N¤h�Pºÿ��¥A�s�ª¡N�¹�sýÿ�s������¥>�1�A���0¥>���ª�!���3T D′′ = −D �s��� D′′′ = −D′.¿±�s£´¼
#�� µ+��Å��s¤�¥��ª�x£��s�9	>�xÎ��ª�s�������å���Z¡N¤��4�sýA�N¼��d	�¡��s��£´¼����������Z����ý��ª����Ì§�s��� ��¤2�s¥"[-�N�Z�kX���ø`Zg\�¯
²À�eX���ø`Z���½���ª��¥�¡N�'���Z����¼A�_����¼��§��	�	���WRQ�Z����¡ � �N¡��s� ���A���´�É���Q�A���§��¥�¡N�s¥>��¡N�½¢2��¤J	>����������¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z� Mσ,α,β

�������s¡ �©�s����	�¢}�Àºx�Ê�ª�����Z¥>�������Z�!����¡��s���N�©�_���ª�����3TK�N¼��D��¡N�s��� �©���N�����a	�¢}��¼��D¥>��¡N�ª�1�
T �����ª�N�É�Z������Í�����\�N¼��"��¡N�s��� �©���N���s�»	�¢Q��¼��8¥>��¡ ���1� T̃ �s���s��Î�� ¼���¤����ª��Îs¢C£Z�©���N��¯C�Ê��¡ ���'���Z¡���¼��"Î�¡ ����¥$�sý��ª�N��¤��Z�N¡N�ª����²À� � (Mσ,α,β)

�sý Mσ,α,β
�s�½º��	¢1�å£��s�!���s�����å�Ê�N�?	�Îs¡N����¥\�ª�N��¤���¡ ¥�¼��ª£p���

(Z/2Z)2 �º»�½��¼pÎ������Z¡����N��¡N� D [-£��s¡N¡N�Z�N¥>����������ÎK�N�K�N¼�������£´ÄÉ��¡N�s���¶ýR��¡N¤2�����ª�s� (z, w) 7→ (z,−w) \�º»¼��ª£ ¼\¡N�Z¥�¡N�Z�N�������p��� R3 � £��Z�!�N¡��s�ÿ� ¢1¤2¤��Z�N¡ ¢Q��	>�����p�s��¢Q�sý��N¼��"ýR����¡>	�¡N�s��£´¼[¥>���ª�!���å�sý���¼��
Ì§�s���N�H¤2�s¥z�sý Mσ,α,β º �s��� F �º»¼���£´¼ £Z����� ��� �N�]�sý��D��¡N�s���N�������ª���!	�¢ 1

2
(T + T̃ ) ¯�²À�Ê¥A�s¡¶����£Z�����s¡���¼����Z�����H�sý Mσ,α,β

�s¡ �§��Ç!�A�����½¢8�N¥A��£��Z�@¯
RQ���s¡N�ÿÎ����ª��ÎH���]ýR�1£Z���4���É�Àºx�m¤���¡ �ÿ� ¢1¤�¤��Z��¡ ��£Í�N�?	�ý-��¤2�ª���½�����sýr#�� µ ��Å��s¤�¥��ª���3T {Mσ,α,0 | 0 <
σ < π

2
, 0 6 α 6 π

2
} ����� {Mσ,0,β | 0 < σ < π

2
, 0 6 β < σ} [���¼��Z�N�8�Pºx��ý-�s¤����½�ª�Z�åºx�Z¡N���¡ ��Î��ª�A���ª� ¢"�¶�������ª���'	!¢!#§�s¡ £ ¼���¡$X ���*��sø`Zm\ ¯

÷ ¯ªRX¼���� α = β = 0  Mσ,0,0
£Z���!���s�����ÉýR�s��¡�� ��¡N�s�ªÎ�¼!�����ª�����É¥A�s¡N�s���ª���±�����N¼�� x1 ¾À�_Å*����±�s���²À� � (Mσ,0,0)

�ª���ª�N��¤���¡N¥�¼��ª£ÿ�N� (Z/2Z)4 º»�ª�N¼pÎ��Z����¡N������¡ � S1, S2, S3, RD
T S1

�����m¡N�Q A��£������s�
�¶¢*¤�¤��Z�N¡ ¢8�ª�z�����Z¡ �N��£����@¥��©�����K�s¡ ��¼���Î����A������p�N¼�� x1 ¾P�_Å*��� º S2

�����p¡N�Q A��£����ª���z�¶¢*¤�¤��Z�N¡ ¢
÷ � ÷



Ã ��Îs��¡N�Kø�¯ ø�T · �Zý���T Mσ,0,0
�º»�ª�N¼ σ = π

4
¯Íµ»��Î�¼���T Mσ,α,0

ýR��¡ σ = α = π
4
¯

Ã ��Îs��¡N�Kø�¯���T Mσ,0,β
�º»¼���¡N� σ = π

4
�s��� β = π

8
¯

��£�¡N�s�N���É¥��©�s���¹��¡¶��¼��sÎ����A�s�A���É�N¼�� x2 ¾P�_Å*�ª� º S3
���x�É¡N�Q A��£����ª���8� ¢1¤2¤��Z�N¡ ¢����8�É¼���¡ ��¬Z���!���s�

¥��©�s���^[R�N¼���� �2�N¼�¡N�Z�2¥����s���Z��£��s�I	>�2£´¼���� ���\¤��������ª��ÎÊ���å�z£��s¤2¤����C¥�s�����§º»¼���£´¼Q���§���s�
£Z���!���s�������z������¼��§�N��¡¶ý-�s£���\ º �s��� RD

������¼�� π ¾À¡ �s�´���N���s���s¡N�������Ê�s�����sý0�N¼��§ýR����¡»� ��¡N�s��Îs¼!��ª�����Z��£Z���!���s�����Z�z�ª����¼��§� ��¡ ý-�s£Z�sA�N��� Ã ��Î���¡N�§ø*¯ûøp����ý���¯�²À�z�N¼�����£��s�N�� T = (0, πµ, 0) ¯
�*¯ªRX¼���� 0 < α < π

2
>²À�N� (Mσ,α,0)

���H��� ��¤���¡N¥�¼���£m��� (Z/2Z)3 �º»�½��¼ÊÎ��Z����¡N������¡ � D  S2
�s���

R2
�º»¼���¡ � S2

¡ ��¥�¡ ��� ���!�N�¹�D¡ �3 A�Z£Z�N�����z�¶¢1¤2¤��Z�N¡ ¢��s£�¡ ���N�H�p¥��©�����K��¡ �N¼���Î��s�A�s����p��¼�� x2 ¾�'Å��ª��4�s��� R2
�ª�å� π ¾À¡ �s�´�_���ª���G�s¡N�������\�z���ª���D¥A�s¡N�s���ª���4���z�N¼�� x2 ¾P�'Å��ª�§��¼����å£����N� Mσ,α,0�s¡ ��¼��sÎ����A�����½¢s'� ��� Ã �ªÎ���¡N��ø�¯ûø�¡N��Îs¼!��¯�VH�'º T = (0, πµtα, 0)

'º»�½��¼ tα = sinσ√
sin2 σ cos2 α+sin2 α

¯
ø�¯��1��¥�¥>���N����¼A��� 0 < β < σ ¯�ü�¼��Z� Mσ,0,β

£��s�!�´�������§ýR����¡§� ��¡N�s��Îs¼!�����ª�����§¥A�s¡N�s���ª���4���z��¼��
x1
¾À�_Å*���Z��s����²À�N� (Mσ,0,β)

�ª�¹�ª�N��¤���¡N¥�¼��ª£��N� (Z/2Z)3 º»�½��¼�Î��Z����¡N�����s¡N� S1
 R1

�s��� RD
T

S1
¡N�Z¥�¡N�Z�N�Z�!���2��¡N�Q A��£����ª��� � ¢1¤�¤2����¡ ¢\�s£Z¡N��� ����¥��©�s�����s¡ ��¼���Î������s�ÿ�N�}�N¼�� x1 ¾P�'Å��ª� º R1£Z��¡N¡ ��� ¥�s�������N�K� π ¾À¡N���´���N���s�É�s¡N�s�����p�¹�ª�����Í¥A�s¡N�s���ª�����N�¹��¼�� x1 ¾À�_Å*�����N¼A����£Z�����4�N¼��x�N��¡¶ý-�s£���s¡ ��¼��sÎ����A�����½¢ º �s��� RD

���/��¼�� π ¾À¡N���´���N���s���s¡ �������É�s��¢§�����Í�sý*��¼��Í� �N¡��s�ªÎ�¼������ª�����/£������´�s�ª������ª�"��¼��m�N��¡¶ý-�s£�����N�Z� Ã ��Îs��¡N�¹ø�¯���¯±�Ê��¡N�Z�'���Z¡� T = (0, πµtβ, 0) *º»¼���¡N� tβ = sinσ√
sin2 σ−sin2 β

¯
Ã �ª�A�s�ª�½¢s��ª�0º»���ª��	>�����N��ýR�����N�K� ��� Σσ

�s����	�¡��s��£ ¼���� 2 ¾³£��	����¡ ����Îm�sý C ��¼�¡ ����Î�¼É��¼���¤2�s¥ (z, w) 7→
÷ ���



z ¯åü�¼1��� Σσ
£����·	>�p�N�Z���$���m�Pºÿ�z£Z��¥��ª��� C1,C2

�sý C Îs�����Z�G�s�ª����Î"�Àºx��£���¤�¤�����£����N� γ1, γ2 º»¼��ª£ ¼z£��s�'	>�§���sÄs���Ê�s���s��Î���¼��§�ª¤"�sÎs�ª�A��¡ ¢"�_Å*���<T γ1 ýR¡N�s¤ D �N� D′ �s��� γ2 ýR¡ ��¤ D′′ ��� D′′′ ¯
~�6Ñ�6:5

Mσ,α,β
E7@ÒEO·.D�E.|!TJB�>hLeD {x3 = 0}/T

ü�¼��=#�� µ � Å��s¤2¥����Z� Mσ,α,β
£Z���!���Z¡NÎ����s� (σ, α, β) → (0, 0, 0) ���z�8���Z¡ �N��£�����£����N�����s���@@�N����£��

Σσ
£���������¡ Î����H�N�D�Pºÿ�2¥��ª��£´¼����Ê� ¥�¼��Z¡N���Z g(z)→ z �s��� dh→ ±dz

z
�s� (σ, α, β)→ (0, 0, 0) ¯Í²À�ý-�s£����ºx�p£����C��	����s��� �Àºx��£����N�����s�����m��� ��¼�������¤D�½������¥>�Z�����ª��Î�������¼���£ ¼��s��£Z�p�sý�	�¡N�s��£´¼}ýR��¡ w[RýR�s¡m���s£´¼G£��s¥!¢��sý C ��� Σσ

@ºÿ�D��	*�´�s�ª�}�����p£������Z�������}�����N¼��D�ª��¤D�½�j\�¯>Ôm���p�sýÍ����¡K�s��¤��m�s������Î
��¼����K¥A�s¥>��¡§£Z�����N�ª� �N���sýÿÎ������ª��Î!#�� µ ��Å��s¤�¥��ª��� Mσ,α,0

��¡ Mσ,0,β
�����s¡K�N¼����K£��_�����������A��������¤D�½��

���z��£������������������å£Z��¤�¥A�s£Z�§¥�����£Z�D�sýx�����ZýR��¡ ¤2�Z� ¨ ¸¹� �N��¡¶ý-�s£�� Mk(ε/2)
¯p²À�C��¼��ª�K�N�?	��N��£����ª���

ºx�"��Å*¥�¡ ��� �D¥��s¡ �É�sý Mσ,α,β
�����z����¡¶����£��s�ÍÎ�¡���¥�¼\�	����¡å�N¼�� {x3 = 0} ¾À¥��©�s����º»¼��Z� σ, α, β �s¡ ��N¤2�s�ª�V¯0²À�8¥��s¡ �N��£����©�s¡�ºx�¹£Z�����N�ª����¡ Mσ,α,β

�����s¡ÿ�N¼��¹£������Z�����ª�A�s�>�ª��¤�� ��!�V¯ ��¯ σ, α, β £Z����� �]�N��¬Z��¡ ��¯RX�ª�N¼����������s� ���sý0Î������Z¡������ª�À¢�*ºÿ��£��s�Ê�s� �N��¤�� dh ∼ dz
z
��� C1

¯hRQ���s¡ �§�¶������¢1�ª��ÎD��¼��§�N��¡¶ý-�s£��§�ª�
�s�Ê�����1�������H��	>�����»�����§�sý0�ª�N���������Z�����¢��D¬Z��¡N���sý0�ª�N�HÌ��s���N�»¤2�s¥@¯
� Ú*é$é$Ü öBq � qªõBq ÷ t | ~Q��� { u α + β + σ 6 ε

~Q�=v�wmw�¦ #?� x t x u�v | ~Qw�v x �Ht | ~ ¯ Mσ,α,β
��v | � {��v�u�v�� {Qx u���¢ { �=� |axmyo{ v |o|o} w } ~ {(z, w) ∈ Σσ | z ∈ C1, | ba | < |z| < ν} ����t`u

ν > | b
a
| ~Q�=v�wmw � v`~<£





X1 + iX2 =
−1
2

(
z + 1

z

)
− (1+i)b

4z2
+O(εz−1 + ε2z−3)

X3 = ln |z|+O(ε2z−2).

� ó_ã@ã�ä_q µ»��£��s����ºx�ÿ¼��	���x�s� �N��¤���� dh ∼ dz
z
���§��¼��x�s���1���ª���Uºx�x�s¡ �±ºx��¡NÄ!�ª��Î]���@¯4�Ê��¡N�Í¥�¡N�Z£��ª�N�Z�ª¢�

ºx�§¼A�	���
dh = µdz√

(z2+λ2)(z2+λ−2)
= µ

λ
√
1+λ−2z2+λ−2z−2+λ−4

dz
z
.

�*�ª��£�� µ
λ
= π

(1+cos(σ))K(sin2 σ)
= 1 +O(σ4) ��s��� λ = cot σ

2
= O(ε) �ºx��Îs�Z�

dh =
dz

z
(1 +O(ε4))(1 +O(ε2z2 + ε2z−2 + ε4)).

�*�ª��£�� |z| < ν < 1 ���¼��Z�
dh =

dz

z
(1 +O(ε2z−2)).

Ã � ÅÉ�s��¢å¥>������� z0 ∈ C1
 z0 6∈

{
−b
a
, a
b

} [Rº»¼��ª£ ¼�£���¡ ¡N�Z�N¥>���������¹�Àºx�m����������ýA��¼��d#�� µ+��Å��s¤�¥��ª�F\�
�s���z¡ ��£��s�����N¼A��� g = az+b

i(a−bz)
¯O�1�N¡��s�ªÎ�¼!� ýR��¡ ºx�s¡N��£��s¤2¥����´���N��������Î��½���K�����ýR��¡ |b/a| < |z| < 1 

•
∫ z
z0

dh
g
= − i b

a
ln z − 2i

a2z
+ 2i b

a3z2
+ C1 +O(ε2z−3) 

•
∫ z
z0
g dh = − i b

a
ln z − 2i

a2 z + C2 +O(ε2z−1) 
÷ �sø



º»¼��Z¡N� C1, C2 ∈ C ���Z¡N�ªý�¢ C1 − C2 = 1
2

(
z0 +

1
z0

)
+ O(ε) ¯�ü0�sÄ!����Î �ª�!�N� �s£Z£������!�å��¼A��� a =

(1 + i) +O(ε) �ºx�§��	����s���
X1 + iX2 = 1

2

(∫ z
z0

dh
g
−
∫ z
z0
g dh

)

= i
a2

(
z + 1

z

)
+ i b

a
ln |z| − i b

a3z2
+ 1

2

(
z0 +

1
z0

)
+O(ε2z−3)

= −1
2

(
z + 1

z

)
− (1+i)b

4z2
+ 1

2

(
z0 +

1
z0

)
+O(εz−1 + ε2z−3).

�*�ª¤2�ª�ª�s¡ �½¢s ∫ z
z0
dh = ln z − ln z0 +O(ε2z−2) A¼�����£Z�

X3 = <
∫ z

z0

dh = ln |z| − ln |z0|+O(ε2z−2),

º»¼��ª£ ¼z£Z��¤2¥�������������¼��§¥�¡N�1�sý0�sý4�ª��¤�¤2�pø*¯ùú*¯û�*¯&ÿ¢m� ���ª����	��½¢]�N¡��s���N�©�_������Î Mσ,α,β
	ºx��£��s���s� �N��¤����ª�N�@£��1��¡ �����A�_���4ýR����£Z���ª�����/�s¡N���s�/��� · �Z¤2¤2��ø�¯ûú*¯ù�1¯

� Ú*é$é$Ü2öBq � qªöBq, {Qx (r, θ) � {Q| t x�{Oxmyo{ �ot`w�v�uª��tFt`u���� | v x�{ ~O� |
xmyo{ {x3 = 0} �iw�v |U{ ¦7�m� α+β+σ 6

ε
~��.v�wgw ¯]xzyo{Q| v$�i� { � { t�� Mσ,α,β

��v | � {�  uQ� x�x�{Q| v`~>v.� { u x �H��v�w � u�vQ� y t�� xmyo{ � }�| � x �Ht |
Ũ(r, θ) = − ln(2r) + r

(
κ1 cos θ − κ2 sin θ

)
+O(ε),

��t`u
(r, θ) ∈ ( 1

4
√
ε
, 4√

ε
)× [0, 2π) ¯� Myo{ u { κ1 = <(b) +=(b) v | � κ2 = <(b)−=(b) ¦¾® { � {Q| t x�{� ¤ Mσ,α,β(γ, ξ) xmyo{ Ï � ] {�� v����iw { Mσ,α,β

���mw�v x�{ �;� ¤ 1 + γ ¯ ��t`u γ 6 0
~Q�=v�wmw ¯ v | � x u�v | ~Qw�v x�{ �� ¤ v;� { � x t`u ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)

¦=� yo{Q|�¯ Mσ,α,β(γ, ξ)
��v | � {�  uQ� x�x�{Q| v`~>v.� { u x �H��v�w � u�vQ� y t��

Ũγ,ξ(r, θ) = −(1+γ) ln
2r

1 + γ
+r (κ1 cos θ − κ2 sin θ)−

1 + γ

r
(ξ1 cos θ+ξ2 sin θ)+ξ3+O(ε).

Z8Ú1é$Ü�ó'òYöBq � q�«Cq ]%{ ��v�wmw xmy v x b = sin α−β
2

+ i sin α+β
2

¦�� | ��v�u x �H� } w�v�u3£
• ® yo{Q| β = 0 ¯� ¡{Wy v�� { κ1 = 2 sin α

2

v | � κ2 = 0 ¯ ~Ft

Ũγ,ξ(r, θ) = −(1 + γ) ln
2r

1 + γ
+ r κ1 cos θ − 1 + γ

r
(ξ1 cos θ + ξ2 sin θ) + ξ3 +O(ε).

• ® yo{Q| α = 0 ¯ κ1 = 0
v | � κ2 = 2 sin β

2
¯ ~Ft

Ũγ,ξ(r, θ) = −(1 + γ) ln
2r

1 + γ
− r κ2 sin θ − 1 + γ

r
(ξ1 cos θ + ξ2 sin θ) + ξ3 +O(ε).

• ® yo{Q| α = 0
�µu { ~��U¦ β = 0

� ¯] d{�  �mwmwS�jt | ~Q��� { u ξ1 = 0
�µu { ~��U¦ ξ2 = 0

� � |�±B{ � x �Ht | � ¦ � ¦
÷ ���



� ó_ã@ã�ä_q �*��¥�¥>��� � | b
a
| < |z| < ν  ν > | b

a
| �N¤2�s����¯ Ã ¡N��¤ · �Z¤2¤2�§ø*¯ùú*¯û�*�ºx�»Ä1���'º���¼��»£��1�s¡N���ª�A�����ýR����£����ª����� (X1, X2, X3)

�sý���¼���¥>�Z¡ ����¡�	>���b#�� µ ��Å��s¤�¥��ª� Mσ,α,β(γ, ξ)
��¡N�§Îs�ª�����!	!¢





X1 + iX2 = −1+γ
2

(
z + 1

z

)
+ A(z)

X3 = (1 + γ) ln |z|+ ξ3 +O(ε2z−2),

[�ø�¯û���\

º»¼��Z¡N�
A(z) = −(1 + γ)(1 + i)b

4z2
+ (ξ1 + iξ2) +O(εz−1 + ε2z−3)

= −(1 + γ)(κ1 + iκ2)

4z2
+ (ξ1 + iξ2) +O(εz−1 + ε2z−3)

²³ý0ºx�§�N��� z = |z|eiψ ����� X1 + iX2 = reiθ ���¼��Z� z + 1
z
=
(
|z|+ 1

|z|

)
eiψ �s���

r cos θ = −1 + γ

2

(
|z|+ 1

|z|

)
cosψ + A1,

r sin θ = −1 + γ

2

(
|z|+ 1

|z|

)
sinψ + A2,

º»¼��Z¡N� A1 = <(A) �s��� A2 = =(A) ¯±ü�¼��Z¡N�ZýR�s¡N�s

r2 =
(1 + γ)2

4

(
|z|+ 1

|z|

)2(
1− 4|z|

(1 + γ)(|z|2 + 1)
(A1 cosψ + A2 sinψ)

+
4|z|2

(1 + γ)2(|z|2 + 1)2
(A2

1 + A2
2)

)
.

[�ø�¯û��ú�\

RX¼��Z� √
ε
4

6 |z| 6 4
√
ε ���¼��KýR����£Z�N������� Ai �s¡ ��	>�����������@��s����ºx�§Î��Z�

r =
1 + γ

2

(
|z|+ 1

|z|

)
(1 +O(

√
ε)) =

1 + γ

2|z| +O(
√
ε). [�ø�¯û����\

²À�z¥A�s¡¶����£Z���©��¡� r = O(1/
√
ε) ¯Í�Ê��¡ ���'���Z¡��ºx��Îs�Z� r

1+γ
2 (|z|+ 1

|z|)
= 1 +O(

√
ε) �ýR¡N��¤ º»¼���¡N�

X1 + iX2

1+γ
2

(
|z|+ 1

|z|

) = eiθ(1 +O(
√
ε)).

Ôm����¼�������¼��Z¡»¼A�s����
X1 + iX2

1+γ
2

(
|z|+ 1

|z|

) = −eiψ +
2|z|A

(1 + γ)(1 + |z|2) = −eiψ +O(
√
ε),

÷ ��ú



��¼!��� eiψ = −eiθ(1 +O(
√
ε)) ¯ Ã ¡N��¤ï[�ø�¯û��ú�\x�s���»[�ø*¯ù����\ÿºx�§£��s�z���Z����£Z�

(1 + γ)2(1 + |z|2)2
4|z|2 = r2

(
1 +

2

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε)

)
,

ýR¡N�s¤ º»¼���¡ �§ºx����	��´�s�ª�
1

|z|2 =

(
2r

1 + γ

)2(
1 +

2

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε)

)
(1 +O(ε))

=

(
2r

1 + γ

)2(
1 +

2

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε)

)
,

[�ø�¯û����\

�s�����N¼����
− ln |z| = ln

2r

1 + γ
+

1

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε). [�ø�¯û�s��\

Ã �ª�A�s�ª�½¢s��½�»�������s�H����§�£����½���N��¥�¡ �'���K��¼A�_�
A1 = −

1 + γ

4|z|2 (κ1 cos(2ψ)− κ2 sin(2ψ)) + ξ1 +O(
√
ε)

����� A2 = −
1 + γ

4|z|2 (κ1 sin(2ψ) + κ2 cos(2ψ)) + ξ2 +O(
√
ε).

ü�¼��Z¡N�ZýR�s¡N�s

A1 cosψ + A2 sinψ = −1 + γ

4|z|2 (κ1 cosψ − κ2 sinψ) + ξ1 cosψ + ξ2 sinψ +O(
√
ε)

(3.27)
= − r2

1 + γ
(κ1 cos θ − κ2 sin θ) (1 +O(

√
ε)) + ξ1 cos θ + ξ2 sin θ +O(

√
ε)

= − r2

1 + γ
(κ1 cos θ − κ2 sin θ) + ξ1 cos θ + ξ2 sin θ +O(

√
ε).

Ã ¡N�s¤ ¼���¡ �s�[�ø�¯û�s��\x�s���»[�ø*¯ù�`�\� · �Z¤2¤2�pø�¯ûú*¯ûø�ýR���ª�ª�'º»�Z¯
~�6Ñ�6`_ Ó3E.DyErMgLdU�D�<AÔ¨E\Uy<AB7G³B7jkUCTPL�Õz¤¶I Ld��EhMÃ|nsALzB7GiUCT!L�SÖÆ?sA<AG!H!LeD
²À�2��¼����Í�N�?	��N��£����ª���"ºx�Hº����!�ÿ���å¥��s¡��s¤��Z�N¡N�ª¬�����¼���#�� µT� Å��s¤2¥���� Mσ,α,β

�s�8��£Z¢1���ª�����Z¡�¯�µ»��£��s���
�ª�N��£����*ýR��¡N¤2�s��£��s¤2¥A��£Z�����A£������ª��� Σσ

�s���ª¢[����¥>�Z�����8��� σ ¯Xü�¼�� ¥A�s¡N�s¤2�����Z¡ σ ∈ (0, π
2
) º»���ª�¡N�Z¤"����������Å*���$�s�ª����Î8�N¼����K� �?	��N�Z£Z���ª���@0�����Cºx�pº»���ª�4��¤��ª�¹��¼��D����¥>����������£��2��� σ �sýÍ��¼��pýR����£�¾���ª������ºx�å�s¡N���ª�!�N¡N�1����£Z����Î�¯ÿ«]���N��¡N�Z£������@��¼A�_� Σσ

£��s�b	>���N�Z�����s�]�=	�¡N�s��£´¼���� 2 ¾À£��	����¡ ����Î��sý C 	!¢zÎ���������Î C1,C2
�s�ª����Î��Àºx�8£Z��¤�¤2�s�Ê£����N� γ1 �s��� γ2 �s�ª����Î���¼��É��¤2�sÎ��½�A�s¡¶¢��_Å*����� ����������ÎD��¼��

÷ ���



	�¡N�s��£´¼Ê¥>���ª�!�N� D,D′ �s��� D′′, D′′′ ¡ ��� ¥>��£Z�N�ª���Z�ª¢·[-�N�Z�;[�ø�¯û�sø�\�\�¯
RQ�K������¡ �1����£��¹�N¼��K�N¥�¼���¡ ��¾À£Z���A�s��£��1��¡ �����������Z� (x, y) ���8��¼��K�s���!������� S2 − (γ1 ∪ γ2) [-� ���
X ÷ ��Zg\QTýR��¡»�s��¢ (x, y) ∈ S1 × (0, π) ≡ [0, 2π)× (0, π) �ºx�§���3�����

F (x, y) = (cos x sin y, sin xm(y), l(x) cos y) ∈ S2 − (γ1 ∪ γ2),
º»¼��Z¡N�

m(y) =
√

1− cos2 σ cos2 y �s��� l(x) =
√

1− sin2 σ sin2 x.
ü�����������¡ � �´�����C��¼���Î����s¤2����¡N�ª£��s��¤����s���ª��Î8�sý±�N¼���� �p����¡N�©��	����Z���¡N�Z¤"�s¡ Äz�N¼A��� {x = constant}�s��� {y = constant} ��¡N�K�Pºx��£����s�N���Ê£Z��¡ �s���¹�s� S2. ü�¼��Z�N�å�Àºx�2£Z��¡ ���Z�m�s¡ �§�N¼���£�¡ ���N�H�N��£����ª������sýU�N¼��K�N¥�¼���¡ ���s�����Àºx�p���ª���ª¥��N�ª£]£��������@[R�����¹º»�ª�N¼�¼���¡N�ª¬������´�s��_Å*����*�N¼��K�s�N¼���¡������¹º»�ª�N¼8����¡ �N��£��s�
�_Å*���_\x¼A�	�1����Î2��������¡¶����Å��N¼��§£��Z�!�N��¡H�sý���¼��§�N¥�¼���¡ �s¯
²³ý§ºx�}£���¤�¥>��� � F (x, y) º»�ª�N¼k��¼���� ���Z¡N���sÎ�¡���¥�¼���£��s�¹¥�¡ ��� �Z£Z�N�����T�s���T�������s¡NÎs� ��¼��}����¤2�s�ª�k��ý���Q�A���ª�N�������sý±��¼���ýR����£Z�N�����@�ºÿ�D��	*�´�s�ª���N¼��p���ªþ��¡ �������©��	����å¤"��¥ z(x, y) : S1 × S1 ≡ [0, 2π) ×
[0, 2π)→ C Î��½�����!	!¢

z(x, y) =
cos x sin y + i sin xm(y)

1− l(x) cos y
, [�ø�¯û����\

º»¼��ª£ ¼\�ª�É�^	�¡��s��£ ¼ 2 ¾³£��	����¡ ����Î ��ý C º»�½��¼»	�¡�����£ ¼$���������Z�É���G��¼��2ýR����¡å¥>����������º»¼���� �8�N¥�¼���¡ ��¾£��s�A�s�ÿ£Z�1��¡N�����A�_�����É�s¡ � (x, y) ∈ {±π
2

}
× {0, π} 4º»¼���£´¼[�s��� � £��s¡N¡N�Z�N¥>�����[�N� D,D′, D′′, D′′′ ¯

�Ê��¡ ���	����¡Z z(x, y) ¤"�s¥�� S1× (0, π) �s� C− (γ1 ∪ γ2) ¯±¸H����£��mºx�K£��s��¥��s¡��s¤�����¡N�ª¬��H��¼��k#�� µ��Å��s¤�¥��ª�k	!¢
z
?	!¢�¤��������»�sý0�ª�N�dR$�Z���Z¡N� �N¡��s� �H�A�����

g(z) =
az + b

i(a− bz)
, dh = µ

dz√
(z2 + λ2)(z2 + λ−2)

.

RQ�K�������s���k	!¢ M̃σ,α,β
��¼��K���½ý����½��ÎÉ�sý Mσ,α,β

��� R3/T 	!¢"ýR�s¡NÎ����N���ª��Î��½�������s��¼���¡ ��¬Z���!���s�¥>��¡ ���1�
[-��¯ ��¯0�ª���0¥>��¡ ���1�����É¼���¤������sÎs¢s T̃ \�¯�R$��£��s����¼����p¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬�� M̃σ,α,β

��� S1×R 	!¢å��Å1���Z�����ª��Î z��� [0, 2π)×R ¥>�Z¡N���1����£������ ¢�¯M&x�*�ÿ�N��£´¼��§¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��_���ª�s�D���±���s�Í£����*ýR��¡N¤2�s�V�� ����£Z�H�N¼��]� ¥�¼��Z¡N��¾£��s�A�s�/£��1�s¡N���ª�A�����Z� (x, y) 7→ F (x, y) �sý0��¼����N¥�¼���¡ �É�s¡ �§���s�H£Z����ýR��¡ ¤"�s��¯�«¹�»�N¼����¶���Z¡N���sÎ�¡��s¥�¼���£¥�¡ ��� �Z£Z�N�����Ê�ª�]�2£Z����ýR��¡ ¤"���/¤"��¥@��ª�H�N�´§2£Z���¹�N�.����� ���Zºñ£Z����ýR��¡ ¤"�s�/£Z�1��¡N�����A�_����� (u, v) �sý��N¼���N¥�¼���¡ �p���3�������C��� �N¼���£Z¢1�ª��������¡�¯¹²À�}¥A�s¡¶���ª£������s¡��ºÿ�����1��Ä8ýR��¡m�"£´¼A�s��Î����sý�����¡N�©��	����Z� (x, y) 7→
(u, v) ýR��¡åº»¼��ª£ ¼ |F̃u| = |F̃v| �s��� 〈F̃u, F̃v〉 = 0 �º»¼���¡ � F̃ (u, v) = F (x(u, v), y(u, v)) ¯�RQ���	�� ��¡¶�����N¼A���

|Fx| =
√
k(x, y)

l(x)
����� |Fy| =

√
k(x, y)

m(y)
,

º»�ª�N¼ k(x, y) = sin2 σ cos2 x + cos2 σ sin2 y ¯�ü�¼����Q�½�K���K�A�_����¡N�s�4����£Z�����N�ª���Z¡K��¼��D£´¼A����Î��D�sý����¡N�©��	����Z� (x, y) ∈ [0, 2π)× R 7→ (u, v) ∈ [0, Uσ)× R ���3�������^	!¢
u(x) =

∫ x

0

1

l(t)
dt �s��� v(y) =

∫ y

π
2

1

m(t)
dt, [�ø*¯ûø���\

÷ ���



º»¼��Z¡N�
Uσ = u(2π) =

∫ 2π

0
dt√

1−sin2 σ sin2 t
. [�ø�¯ ø ÷ \

V]�����D�N¼A��� Uσ ������ýR����£������s�G��� σ �N¼A����Î��1���§�N� 2π �s� σ �s¥�¥�¡ ���s£´¼����§���z¬���¡ ��4�����G��¼A�_���N¼����	>�	���K£´¼A�s��Îs�K�sýU�_�s¡N����	��ª���x�ª�xºx�Z�������3�A���Z�'	>��£��s��� � σ ∈ (0, π
2
) ¯�²À����¼����N�m���s¡ �©��	����Z� (u, v)  z ���

v ¾³¥�Z¡N�ª�1����£]º»�ª��¼�¥>��¡ ���1�
Vσ = v(2π)− v(0) =

∫ 2π

0
dt√

1−cos2 σ cos2 t
. [�ø�¯ ø���\

ü�¼��D¥>�Z¡N�ª�1� Vσ Î��1�Z�m��� +∞ �s� σ Î��1���m�N��¬Z��¡ �»[R�N�Z�D���Z¤2¤2�"ø�¯ûú*¯ùú�\��º»¼��ª£ ¼}º����§£Z������¡¹�´�sÄ!����Î�������D�s£�£Z�������H�N¼��§���ª¤��½�N���sý Mσ,α,β
�s� σ �N�������»���D¬���¡ ��¯

Ã ¡N�s¤ �s�ª�0��¼��ª��/ºÿ��£��s�G���Z����£��D��¼���� M̃σ,α,β
[-¡ ���N¥�¯ Mσ,α,β

\m�ª�K£����*ýR��¡N¤2�s�ª�½¢Ê¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��Z�C���
(u, v) ∈ Iσ × R [-¡ ���N¥�¯ (u, v) ∈ Iσ × Jσ

\��º»¼���¡ � Iσ = [0, Uσ]
�s��� Jσ = [v(0), v(2π)] ¯

²À�É� ��£������s��ø*¯��*��������s���Z�É�N�H��¼��Í� �N����¢���ý���¼��Í¤2�s¥�¥��ª��Î»¥�¡N��¥>�Z¡ �N��������ý���¼�� Æ �s£Z��	��!��¥>�Z¡����N��¡0��	>�����
M̃σ,α,β

�ºx��º»���ª��¤2�sÄs����Å*£Z����� �ª���2���N�2�sýx��¼�� (u, v) ����¡N�©��	����Z��¯8²À�G��¼��2¥�¡ �1�sý��sý · ��¤�¤"��ø�¯ùú1¯ûøºx�p¼��	����º»¡ �ª�N�N���C�s�K�"����¡¶���ª£��s�0Î�¡��s¥�¼C�s�C�s¥�¥�¡ ��¥�¡N�������É¥����Z£��p��ý M̃σ,α,β
£���¡ ¡N��� ¥>�������ª��Î8���8��¼��

�s���!���ª��� √
ε
4

6 |z| 6 4
√
ε. ü�¼��%	>�������A�s¡¶¢D£Z��¡ ���]�s���s��ÎKº»¼��ª£´¼�ºx�»º»�ª����Î��������N¼��H¥�����£Z�H��ý M̃σ,α,βº»�ª�N¼��N¼�� ¨ ¸m�<� ��¡ ý-��£���£Z��¡N¡ ��� ¥>�������»��� |z| = √ε.

� Ú*é$é$ÜQö¶q � q � q?�z� √
ε
4

6 |z| 6 4
√
ε, σ = O(ε) xzyo{Q|

−1

2
ln ε+ c1 6 v 6 −1

2
ln ε+ c2,

 Myo{ u { c1 v | � c2 v�u { �jt | ~ x v |ox ¦$# | � { u xzyo{ ~3v�� { v`~j~ } ��� x �Ht | ~ Vσ = −4 ln ε+O(1)
¦

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼���¥�¡N�1�sý4�ª�H�s¡ �N��£����©���N�����ª���Pºÿ�2� �N��¥��Z¯ Ã �ª¡N� �N�ª¢s����N�ª��Î���Ç!�A���N�����»[�ø�¯û����\ Aºx�§º»�ª���@Î��½���
��¼������s�������]�sý4��¼�� y ���s¡ �©��	����KýR��¡»º»¼���£´¼ √

ε
4

6 |z(x, y)| 6 4
√
ε º»�½��¼ σ = O(ε) ¯��1��£��s�����ª¢�ºÿ�º»���ª�*���Z�N��¡ ¤2�ª���x��¼������s�ª��������ý>��¼�� v ����¡N�©��	����x£Z��¡N¡ ���N¥>�s�����ª��ÎK���K�N¼���� �����s���������sý y. ²³�±����¥>��� �N�D	���������N¼��'ºW��¼�����A�ªý |z| ���s¡ ���Z�H������¼����ª�!���Z¡ �����/�N¥>��£Z�n�A�Z����	>�'������N¼���� π − a1 6 y 6 π − a2,

º»�½��¼
ai = di

√
ε, º»¼���¡ � d1 > d2 > 0 �s¡N�p£������ �´���!���Z¯.&x�Z����Î v �s�C����£Z¡N���s�N�ª��Î�ýR����£������s�C�sý y, �N¼����

v(π−a1) 6 v(y) 6 v(π−a2). V]�	º+ºx��º»�ª���*��	*�´�s�ª���N¼������s�ª�������sý v(y) ýR��¡ y = π−ai, i = 1, 2.ü��D��¼��ª�»�s��¤ ºx�§��	��N�Z¡ ���§��¼A�_�
v(y) =

∫ y

π
2

ds√
1− cos2 σ cos2 s

.

²³�H¼��s��������¼����
∫ y

0

ds√
1− cos2 σ cos2 s

=

∫ y

0

ds√
1− cos2 σ + cos2 σ sin2 s

=

÷ �s�



1

sin σ

∫ y

0

ds√
1 + cos2 σ

sin2 σ
sin2 s

=
1

sinσ
F(y,mσ),

º»¼��Z¡N� mσ = − cos2 σ
sin2 σ

�s���
F(y,m) =

∫ y
0

ds√
1−m sin2 s

�����N¼����ª��£���¤�¥��ª�Z�N�K���ª���ª¥��N�ª£m���!�N��Îs¡��s�@�sý0��¼��
�A¡ � �HÄ!�����@¯

F(y,m) ���»�s�z�1����ýR����£Z�N������º»�½��¼�¡N��� ¥>��£��]��� y �s���z�½ý k ∈ Z,

F(y + kπ,m) = F(y,m) + 2kK(m),

º»¼��Z¡N�
K(m) = F(π

2
,m) �ª�É��¼��8£���¤�¥��ª�Z���"�����ª�ª¥����½£"�ª�!���ZÎ�¡����x��ý%��¡N� �DÄ!�ª���@¯Q²³ý y = d

√
ε �s���

σ = O(ε), �N¼����
1

sinσ
F(y,mσ) = −

1

2
ln ε+O(1).

²³�H�ª��Ä1���'º»�z��¼����H�½ý m �����N�´§2£Z���Z�!�N�ª¢"	��ªÎp�N¼����

K(m) =
1√−m

(
ln 4 +

1

2
ln(−m)

)(
1 +O

(
1

m

))
.

²³�»ýR�s���ª�'º»�x��¼����
1

sinσ
K(mσ) = − ln ε+O(1).

ü�¼��Z�@AýR��¡ i = 1, 2,

v(π − ai) =
1

sin σ
(F(π − ai,mσ)−K(mσ)) =

1

sinσ
(F(−ai,mσ) + 2K(mσ)−K(mσ)) =

1

sinσ

(
−F(di

√
ε,mσ) + K(mσ)

)
= −1

2
ln ε+ ci.

ü�¼��Q¡ ��� ���ª�z£�����£Z��¡ ������Î Vσ = v(2π) − v(0) ýR�����ª�	º»�z���z����£Z�$�_ý����Z¡z¼A���*�ª��Î+��	�� ��¡ ���Z� ��¼����
v(2π) = 3K(mσ)

sinσ
�s��� v(0) = −K(mσ)

sinσ
.

Ã ¡N�s¤ ��¼��z�ª��¤�¤2��� ��� ��¥�¡ �'���Z�@��_ý�����¡D�}�N¤2�s���ÿ£ ¼A����Î����sýH��¼����_�s�������sýH��¼���¥��s¡��s¤�������¡ σ, �ª�ýR���ª���	º»�Í��¼����x��¼��¹�_�s�����¹�sý/��¼�� v £Z��¡N¡ ���N¥>����������Î���� |z| = √ε, ��� vε = −1
2
ln ε+ c, º»¼��Z¡N� c ���x�£��s��� ���s�!��¯

ø.ò0/ ùêú 2�×9ö$)¡/��!P�/}1a2dL,ök8C/�L ö��a/>N�8 Í � Î 2*)�ö@7 1!1Q25:
ü�¼�� Æ �s£���	��Í��¥>�Z¡����N��¡§ýR��¡ Mσ,α,β

�ª��Î��ª���Z�»	�¢ J = ∆ds2 + |A|2, º»¼��Z¡N� |A|2 ���§��¼��2�NÇ!�A�s¡ �������¡ ¤ë��ýA��¼���� ��£Z������ýR�����A�s¤��Z�!�´���1ýR�s¡N¤ñ��� Mσ,α,β
�s��� ∆ds2

�����N¼�� · �s¥��©��£�� ¾�&x�Z�ª��¡N�s¤�����¥>�Z¡������s¡

÷ ���



º»�ª�N¼2¡N�Z�N¥>�Z£Z�x�N����¼��H¤2����¡ ��£ ds2 ��������£��Z�"������¼��H�N��¡¶ý-�s£���	�¢p��¼��H��¤�¤���¡ �N���s� X = (X1, X2, X3)���Q�A�����Ê����� ��£������s�Êø�¯ùú1¯ ÷ ¯�ü�¼A���H���
ds2 =

1

4

(
|g|+ |g|−1

)2 |dh|2.

RQ��£������N������¡¹�N¼���¤��Z�N¡N��£������N¼��É���s¡N��� Σσ
��	*�´�s�ª�������s�m¥������½¾µ	A�s£´Ä���ýÍ�¶�´�s���A�s¡N��¤2����¡N�ª£ ds20 �sý��¼��m�N¥�¼���¡ � S2 	!¢���¼��§Ì§�s���N�x¤2�s¥ N T dN ∗(ds20) = −K ds2 1º»¼��Z¡N� K = −1

2
|A|2 �������s���Z����¼��Ì§�s���N�»£Z��¡ �_������¡ ���sý Mσ,α,β

¯Í¸H����£Z� ∆ds2 = −K∆ds20

A�s���z� �
J = −K (∆ds20

+ 2).

Ã ¡N�s¤ïX ÷ �`ZU�s�����´�sÄ!�ª��ÎD�ª�!�N����£�£Z�����!����¼��K¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��_���ª�s����ý Mσ,α,β
�����N¼��§£�¢*�ª��������¡�Î��½�������ª�

�N��	��N�Z£Z���ª��� ø�¯ûú*¯û�*�ºx�§£��s�z���Z����£Z����¼�����������N¼�� (x, y) ¾³�_�s¡N����	��ª����

∆ds20
:=

l(x)m(y)

k(x, y)

[
∂x

(
l(x)

m(y)
∂x

)
+ ∂y

(
m(y)

l(x)
∂y

)]
.

²À����¼�� (u, v) ¾³����¡N�©��	����Z�����3�A�����b	�¢·[�ø*¯ûø���\��ºÿ��¼A����� J = −K
k(x(u),y(v))

Lσ, º»¼���¡N�

Lσ := ∂2uu + ∂2vv + 2 sin2 σ cos2(x(u)) + 2 cos2 σ sin2(y(v)) [-ø�¯ûøsø�\
�����N¼�� · �s¤2¦m��¥>��¡N������¡�X ÷ �`ZV¯
Z8Ú1é$Ü�ó'ò+ö¶qn¼Bq-Örq�� | �iujtj�otF~Q� x �Ht | � ¦ � ¦ � ¯] ¡{�  �mwmw x v`² { σ → 0

¦%s�t`u�~ } � y v.w¹�m�9� xm¯]xzyo{�x t`u } ~ Σσ� {H��{Q|U{ u�v x�{ ~9� |ox tbv ] � { �=v |o| ~ } uz�3v�� {
  � xmy·| t<� { ~;�jt | ~Q�D~ x � |�� t�� x�  t"~�� yo{ u { ~ © t`� |ox�{ ��� ¤'x¥  t�jt`�9�;t | �ot`� |ox ~ p0, p1 ¯ v | � xzyo{ �jt`u�u { ~��ot | ��� |��@� v��jt��<�htj� { u�v x t�u {��<} v�w�~ xmyo{  {H��{Q| ��u { tj� { u�v x t`ut | S2\{p0, p1}, � �m� {Q| � ¤ L0 = ∂2xx+sin y ∂y (sin y ∂y)+2 sin2 y
� |;xzyo{ (x, y) ® �`v�u���v��<w { ~<¦ Ð t x�{xmy v xC Myo{Q| σ = 0 ¯�xmyo{ � y v |���{ t��d�`v�u���v��<w { ~ (x, y) 7→ (u, v) � �m� {Q| � | � � ¦ �C�4� �D~ | t x¶ ¡{ wmw ® � {z�]|U{ ��¦

~�698�6:5 abT!LxMgE.|!|!<AG!·Ã|!D�B.|}LeD�Uy<ALW@vBhjËUCT!L�§rE7SdB.ln<�B.|}LeD�E\UCB.D
Ã ¡N�s¤ ���	º$���@'ºÿ�Í£Z�����N�ª����¡@��¼��±£Z����ýR��¡ ¤"���s¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��_���ª�s�K�sý M̃σ,α,β

���§�N¼��±£Z¢1�ª�������Z¡ S1×R ≡
Iσ×R ���Z�N£�¡ �D	>�Z���ª���N��	��N�Z£Z���ª����ø�¯ûú*¯û�*¯MÔm��¡0�s�ª¤W�s���s��Î���¼��ª��� �?	�� ��£Z�N�����å���/���H� �N����¢§�N¼��Í¤2�s¥�¥��ª��Î¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z����ýU��¼��K�s¥>��¡��_����¡ J ¯�²³�����x£��ª���s¡ÿ��¼A�����ª�����x�N��§�£Z�����������p� �N����¢"��¼��m�N�ª¤2¥��ª��¡ÿ��¥>�Z¡����N��¡
Lσ ���3�A���Z�b	�¢·[�ø�¯ ø�ø�\ ¯��*�Dºÿ�§º»�ª�����N�s�ª���K�N¼��§¥�¡N��	����Z¤

{
Lσw = f ��� Iσ × [v0,+∞[
w = ϕ ��� Iσ × {v0}

º»�ª�N¼ v0 ∈ R �s���Ê£������N������¡N�ª��Î�£��s�!���������Z�!�¹����¡N¤�����ýR����£������s�A�s�/� ¥A�s£Z���HýR��¡ w, f ����� ϕ � ����¼A�����¼�������¡N¤ �sý w ���ª	>�����������^	�¢8��¼��§�����§��ý f ¯

÷ ø��



RQ��º»�ª����ºx��¡ Ä������Pºÿ�2���ªþ��¡ ���!�»ýR����£������s�A�s�/�N¥��s£��Z�]�����N���½���§��¼��å��	>�	���ÉÁ¹�ª¡N�ª£ ¼��ª�Z�»¥�¡ ��	��ª��¤z¯ÿü��
��Å*¥����s�ª���N¼��H¡N�����N���@1�ª�±���±£������������������ÿ���å¡ ��£��s������¼����Í�N¼��]�ª�N��¤��Z�N¡ ¢�Î�¡N����¥2�sý M̃σ,α,β

���Z¥>�������x���
��¼��§�_�s�������»�sý0�N¼��K��¼�¡ ���§¥A�s¡���¤2������¡ � σ, α, β ¯hRX¼���� α = 0 [-¡ ���N¥�¯ β = 0 \� M̃σ,α,β

�ª�»�ª�!�_�s¡N���s�!�	!¢C��¼��"¡N�Q A��£����ª���\�¶¢1¤2¤��Z�N¡ ¢Q��	>�s���å��¼�� {x1 = 0} ¥��©�s����[-¡ ���N¥�¯ {x2 = 0} ¥��©�s����\�¯"RQ�8�s¡N��������Z¡N���¶���Z�����+�N¼��'º»�ª��ÎG��¼��z� Å��ª� �N����£Z� �sý]ý-�s¤2�ª�ª�½���p�sým¤�������¤��s�x�N��¡ ý-�s£Z���2£��ª���N���N� M̃σ,0,β
�s���

M̃σ,α,0
Äs�Z��¥�����Î"��¼��É���s¤��å¥�¡N�s¥>��¡ �N���Z�¹�sý�� ¢1¤�¤2����¡ ¢s¯]ü�¼1���¹��¼��É� ��¡ ý-��£����m�ª�Ê�N¼��åý-�s¤���� ¢z��	>�����

M̃σ,0,β
[-¡N�Z�N¥@¯ M̃σ,α,0

\4º»�ª����	>�H���3�������8�s�±����¡ ¤"����Î�¡���¥�¼��±�sýýR����£������s���±���3�A�����"��� Iσ×R º»¼���£´¼�s¡ �D�Z���Z��[-¡ ��� ¥@¯��1���r\m�ª�}��¼��9�A¡N�¶���_�s¡N����	��ª�s¯>R$�pº»���ª�4�N���½���p��¼�����	>�	���2Á]��¡N�ª£ ¼����Z�K¥�¡N��	��ª��¤ �ª�
��¼�����¡N� �H£��s�N��¯Íü�¼���� ��£Z�����Ê�����KýR���ª���	º»���N�ª¤2�ª����¡N� ¢�¯
� Ú"��Ø�àRá'àRã>Ø öBqD¼BqªõBq � �m� {Q| σ ∈ (0, π/2) ¯ ` ∈ N ¯ α ∈ (0, 1) ¯ µ ∈ R v | �av | � |ox�{ uQ�`v�w I ¯� ¡{� {z�]|U{ C`,αµ (Iσ × I)

v`~ xzyo{ ~���v�� { t��¡� }�| � x �Ht | ~ w = w(u, v)
� | C`,αloc (Iσ × I)  My �H� y v�u {;{ � {Q|v | � Uσ ® � { u��Ht<���H�k� |axmyo{ �`v�u���v��<w { u v | �%��t`u  My �H� y!xmyo{ ��t`wmwDt   � |��=| t`u����D~ �]| � x�{ £

‖w‖C`,αµ (Iσ×I) := sup
v∈I

e−µv‖w‖C`,α(Iσ×[v,v+1])

RQ�»��	�� ��¡¶���H��¼�������¼�� Æ �s£Z��	��A�s¥�Z¡��_����¡ Lσ 	>�Z£���¤����Í� Ã ¡N�Z��¼����ª¤ �s¥>��¡��_����¡�º»¼��Z�"¡ ��� �N¡N�ª£Z���Z����G�N¼��zýR����£Z�N�����A�����N¥A�s£Z�D� ���¶�"���3�A���Z�@¯S�Ê�s¡N���	����¡Z Lσ ¼A�s���N�Z¥A�s¡��_�����Y����¡N�©��	����Z��¯�ü�¼��Z��ºx�£��s���N�ª����¡��N¼��§��¥>��¡N������¡
Lσ = ∂2uu + 2 sin2 σ cos2(x(u)),RQ�å����� Lσ �s£��¹���z��¼�� Uσ ¾À¥>�Z¡N���1����£��s��� �Z���Z��ýR����£Z�N�������Z¯�ü�¼��ª�]��¥>��¡N�����s¡H���H�����ªýR��¡ ¤2�½¢8�Z�����ª¥*���ª£�s���§�N�Z�ªý©¾À�s�_� ���ª�!��¯/²À��¥A��¡ ���ª£������s¡� Lσ ¼A�s�/����� £�¡ �Z�����N¥>��£���¡ ��¤ (λσ,i)i>0

	��¼A���@ºx�Í�s� �N��¤��Í�s¡ ¡��s��Î����
�N�"�N¼A��� λσ,i < λσ,i+1

ýR��¡]������¡ ¢ i ¯¹¿Í��£ ¼����ªÎ��������s�ª��� λσ,i ���]� ��¤�¥��ª�$	>��£��s��� ��ºx�É�����½¢z£Z����� �����Z¡�Z���Z�QýR����£����ª������¯9RQ�����Z���s���=	�¢ eσ,i ��¼����������$�Z��Î��Z��ýR����£����ª���Q���N�N�1£Z�©���N���C��� λσ,i U����¡ ¤"�s�ª�ª¬Z����N�D�N¼A��� ∫ Uσ

0

(eσ,i(u))
2 du = 1.

� Ú*é$é$ÜQöBqn¼Bq�öBq5s�t`u { � { u ¤ i > 0 ¯�xmyo{J{ � ��{Q| �`v�w }r{ λσ,i t�� xzyo{ tj� { u�v x t`u Lσ v | �.� x ~@v`~j~Ftl�Q��v x�{ �{ � ��{Q| � }�| � x �Ht | ~ eσ,i ~<v x �D~z� ¤
−2 sin2 σ 6 λσ,i − i2 6 0, |eσ,i − e0,i|C2 6 ci sin

2 σ, [�ø�¯ ø��\
 Myo{ u { e0,i(u) := cos(ix(u))

��t`u { � { u ¤ u ∈ Iσ ¯ v | � xmyo{ �jt | ~ x v |ox ci > 0
� { � {Q| �`~�t | w ¤ t | i �µ� x��t { ~ | t x � { � {Q| �!t | σ � ¦

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼��$	>��������ýR��¡ λσ,i − i2 £Z��¤2�Z��ýR¡N��¤ �N¼��K���s¡ �©���N���s�A�s�£ ¼��s¡��s£����Z¡N�ª¬����N�������sý0�N¼��§����Îs���*¾���������Z�
λσ,i = supØÚÙ�ÛÜ Ý E=i inf

e ∈ E
||e||

L2 = 1

∫ Uσ

0

(
(∂ue)

2 − 2 sin2 σ cos2(x(u)) e2
)
du,

º»¼��Z¡N� E �ª�¹�2�N�?	��N�Z�K��ý��N¼��É� ¥A�s£Z���sý Uσ ¾³¥>��¡N�ª�1����£§�Z���Z��ýR����£����ª�����]��� L2(Iσ)
� ����£Z�É�ª�¹�s�½º���¢*�

¼����ª��� 0 6 2 sin2 σ cos2(x(u)) 6 2 sin2 σ ¯zü�¼��;	>�������$ýR�s¡��N¼��"�Z��Îs����ýR����£Z���ª������ýR�s���ª�	º»�§ýR¡N�s¤
÷ ø ÷



� ���s���A��¡N�z¥>��¡¶����¡�	������ª������¼��Z��¡ ¢eX ����Z�¯
ü�¼��x¸]���n	>��¡¶��	A�s�N�ª� {eσ,i}i∈N

�sý���¼��ÿ�N¥A�s£Z�x�sý Uσ ¾À¥>�Z¡N�ª�1����£±�s���É�������ÉýR����£������s���0�ª� L2(Iσ)
�ª������£����

��¼���ýR�����ª�	º»�ª��Î Ã ����¡ ���Z¡�����£Z��¤�¥>���N�½�����s�p�sý L2 ýR����£Z�N������� g = g(u, v) º»¼��ª£ ¼2��¡N� Uσ ¾³¥>��¡ ���1���ª£��s����Z���Z� �ª����¼��K�_�s¡N����	���� u 
g(u, v) =

∑

i>0

gi(v) eσ,i(u).

Ã ¡N�s¤ �N¼����Z*ºx�K���Z����£Z�§�N¼A�����N¼��K�s¥>��¡��_����¡ Lσ �£��s�!	>�m����£Z��¤�¥>���N�Z�Ê�s� Lσ =
∑

i>0 Lσ,i
�	>���ª��Î

Lσ,i = ∂2vv + 2 cos2 σ sin2(y(v))− λσ,i ,
ýR��¡�������¡¶¢ i > 0.

�*�ª��£�� 0 6 2 cos2 σ sin2(y(v)) 6 2 cos2 σ = 2− 2 sin2 σ A�ª��¤�¤2�pø*¯���¯ øpÎ��ª���Z�»���
Pσ,i := 2 cos2 σ sin2(y(v))− λσ,i 6 2− i2. [�ø�¯ ø�ú�\

ü�¼��ª�xý-��£Z���s�ª���	º»�ÿ���ÿ����¥�¡N�'���]��¼��]ýR�����ª�	º»�ª��Îå�ª��¤�¤"�*�º»¼���£´¼����N�N��¡N���x��¼A��� Lσ �ª�x�ª�_� ��£����½���]º»¼��Z�¡N�Z� �N¡N��£����Z�G������¼���� �Z�å�sýÿýR����£����ª�����K��¼A�_�å�s¡N������C�N¼��D����¡N�©��	���� u ��Z���Z�\�s��� L2 ¾³��¡ �N¼���Îs���A�s�0���
eσ,0

����� eσ,1 ¯
� Ú*é$é$ÜQö¶qn¼Bq «Cq � �m� {Q| v0 < v1 ¯ w {Qx w � { v=~�t�w }´x �Ht | t�� Lσw = 0

t | Iσ × [v0, v1]
~ } � y'xmy v x

�µ� �
w(· , v0) = w(· , v1) = 0

�µ�m� � ∫ Uσ
0

w(u, v)eσ,i(u) du = 0 ¯ ��t`u { � { u ¤ v ∈ [v0, v1]
v | � i ∈ {0, 1}

� yo{Q| w = 0
¦

� ó_ã@ã�ä_q &ÿ¢ �µ�m� �  w =
∑

i>2wi(v) eσ,i(u).
�*�ª��£��2�N¼��"¥>�s���Z�!�����s� Pσ,i �sý��N¼��8�s¥>��¡��_����¡ Lσ,i �ª����ZÎ������½���§ýR�s¡H������¡¶¢ i > 2 [-� ����[�ø*¯ûø�ú�\�\������z��¼�����¥>�Z¡����N��¡ Lσ,i ���»���ª���ª¥��N�ª£����¼���¤2�_Å*��¤���¤ ¥�¡N�ª�*¾£��ª¥����m¼����ª����¯,RQ�§£��s����¼����z£�����£Z�������§�N¼�� · ��¤�¤"�pø�¯���¯��pýR¡N��¤ �µ� � ¯

ü��p� �����*¢"��¼��K¤2�s¥�¥�����ÎÉ¥�¡ ��¥>��¡¶�����Z���sýU�N¼�� Æ �s£���	�����¥>�Z¡����N��¡ Lσ ºx�K���Z��������Î��ª���m�������N£Z¡N�ª¥����ª����sýU��¼�� Æ �s£���	��U�����������sýU��¼��K�N��¡¶ý-�s£��Z� Mσ,α,0
�s��� Mσ,0,β.

ü�¼��Z¢��s¡N�m���Q�A�����Ê�s�x��¼��m�N���ª�����ª�����x�sý
Lσv = 0.

RQ�§¡N��£��s�����N¼A������¼��§�N��¡ ý-��£��Z� Mσ,α,β
�s¡N�K���!�_�s¡N���s�!�d	!¢8�N¼��§¤2�ª¡N¡ ��¡x� ¢1¤2¤�����¡ ¢���	>���*�»��¼��§¥��©�s���

{x1 = 0} �½ý α = 0, �����G��	>�����K�N¼��D¥��©�s��� {x2 = 0} �ªý β = 0 ¯Éü�¼����K��¤�¥��ª�½���¹�N¼A���m��¼��Z¡N���s¡ ������½¢"ýR����¡»�ª�����Z¥>�������Z�!� Æ �s£Z��	��B�����ª����ýR��¡�����£ ¼z�����§�sý���¼��Z�N���N��¡ ý-�s£Z����¯
üUºx� Æ �s£���	����A�Z�����]£��s��	>�É��	��´�s�ª�����b	�¢Ê£Z�����N�ª����¡ ����Î���¼��É�����É¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡Hý-�s¤����½�ª�Z�H�sý�¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z���¹º»¼��ª£ ¼ ���]�ª������£Z����	!¢���¼�����¡������N�������ª�����H�ª�Ê�N¼�� x3 ¾À����¡N�Z£Z�N�����Ê�s����	�¢z�N¼��å��¡N�s��� �©���N����������}��¼�� x2 ¾³����¡ ��£������s�C�ªý α = 0, �N¼��D��¡N�s���N�������ª�����K���C�N¼�� x1 ¾À���ª¡N�Z£Z���ª���C�½ý β = 0. ü�¼��Z�N� Æ �s£���	���A�Z�����É��¡N��£������s¡ �ª¢}¥>��¡ ���1���ª£2�����$¼��Z��£��;	>������������¯z«Ó��¼��ª¡N� Æ ��£���	��]�A�Z���Q£��s�»	>�2��	*�´�s�ª�����I	�¢

÷ ø��



£��s���N�ª����¡ ����ÎD��¼���������¥A�s¡N�s¤2�����Z¡»ý-�s¤���� ¢8�sý�¤�������¤��s���N��¡¶ý-�s£��Z�]º»¼��ª£ ¼Ê���»��������£��Z�b	!¢����������´�_���½���
ýR¡N�s¤ �N¼��¹�s¡N��Îs����¯4ü�¼��m� ��¾À��	��´�������Z� Æ ��£���	��r�A�Z���"�ª�ÿ�����¡	>�������������s���"����ý-�s£Z�ÿ�ª�ÿÎ�¡ �'º»�ÿ���ª�����s¡ �½¢�¯
ü�¼��]�©�s�¶� Æ �s£Z��	��r�������2£����;	�]��	��´�s�ª�����.	�¢�£��s���N�ª����¡ ����Î��N¼��]�����]¥��s¡��s¤��Z�N��¡±ý-��¤2�ª�½¢��sý@¤2�ª���ª¤2���
�N��¡ ý-�s£Z���åº»¼��ª£ ¼$�ª�å�ª������£Z���»	!¢G£´¼A�s��Î�����Îz�N¼��2¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡ σ ¯�«]Î��s�ª�@U��¼��ª� Æ �s£���	��]�A�Z���$�ª�����s�¥>��¡ ���1���ª£��s���DÎ�¡ �'º»���ª�������s¡N�½¢s¯�ü�¼�� Æ �s£Z��	��´�A���ª�����ª������£Z���
	!¢É�N¼�����¡N�s���N�������ª�����s���s��Î¹��¼�� x3 ¾P�_Å*����s���C��¼������ª�©�������N�ª�s�C�s¡N�p��¼����N�s�����N�������K�sý Lσu = 0 ��¼A���§£����ª���ª�����s¡¹�N����¼��D���ªÎ�����ýR����£Z�N����� eσ,0.²À���¶�������"�N¼�� Æ �s£Z��	��o�A�Z�����Í��������£��Z�;	�¢D�N¼��]¼��s¡N��¬Z�����´�s���N¡��s���N�©�_�����s���s���.	!¢p��¼��H����¡N�©�_�����s�D�sý���¼��
¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡ σ �s¡ �§£��s���ª�ª�����s¡ÿ��� eσ,1.
ü�¼��DýR���ª���	º»�ª��Î8¥�¡N��¥>�s�N�ª�N�����}� �������Z�§��¼A�_��U�ªýÍ�N¼���¥A��¡��s¤��Z�N��¡ µ ���§�s¥�¥�¡N��¥�¡ �©���N���½¢ £ ¼����N�Z�@���¼��Z¡N���Å*�ª� ���H�D¡ ��Î�¼��»�ª�!���Z¡N� �§ýR��¡ Lσ º»¼����N�����s¡N¤ ���������½ýR��¡N¤��½¢.	>�����������@¯� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø öBqn¼Bq � q � �m� {Q| µ ∈ (−2,−1), xmyo{ u {b{�� �D~ x ~ σ0 ∈ (0, π/2)

~Ft xmy v xz¯ ��t`u { � { u ¤
σ ∈ (0, σ0)

v | � v0 ∈ R ¯�xmyo{ u {9{�� �D~ x ~>v | tj� { u�v x t`u
Gσ,v0 : C0,αµ (Iσ × [v0,+∞)) −→ C2,αµ (Iσ × [v0,+∞))

~ } � y'xmy v x ��t`u@v�wmw f ∈ C0,αµ (Iσ × [v0,+∞)) ¯�xmyo{ � }´| � x �Ht | w := Gσ,v0(f)
~Ft`w¹� { ~

{
Lσ w = f ¯ t | Iσ × [v0,+∞)
w ∈ �*¥A��� {eσ,0, eσ,1} ¯ t | Iσ × {v0}. [�ø�¯ ø���\

� t`u { t`� { u ||w||C2,α
µ

6 c ||f ||C0,α
µ
¯ ��t`u
~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0  My �H� y ��t { ~ | t x � { � {Q| �It | σ ∈

(0, σ0) | t`u v0 ∈ R.
� ó_ã@ã�ä_q ¿����Z¡ ¢ f ∈ C0,αµ (Iσ × [v0,+∞)) £����^	>�§���Z£���¤�¥>��� ��� �s�

f = f0 eσ,0 + f1 eσ,1 + f̄ ,

º»¼��Z¡N� f̄(·, v) �ª� L2 ¾³��¡ �N¼���Î������s���� eσ,0 ��������� eσ,1 �ýR��¡����s£´¼ v ∈ [v0,+∞) ¯
Âá	Ú!ê~Öoq Ã ��¡ � ���½¢�>�ª�Z��E �¹¥�¡ �'���p°�¡ ��¥>���N�½���ª����ø*¯���¯ûú�ýR�s¡]ýR����£Z���ª����� f̄ ∈ C0,αµ (Iσ × [v0,+∞)) ��¼A����s¡ � L2 ¾À��¡¶��¼���Îs���A�s����� {eσ,0, eσ,1} ¯z«]���Ê£������N��Ç!������£��8�sý���¼�� · ��¤�¤"�zø�¯��*¯��� Lσ ���å�ª�_� ��£����½���º»¼��Z�$��£Z���ª��Î����}�N¼��p�N¥A��£��D�sýÍ�N¼���� �pýR����£Z�N��������¯�¸H����£Z�s Ã ¡ ����¼�����¤ �s�ª�N��¡N�������½���p���N�N��¡ ���K��¼��Z¡N�
��Å*�ª� ���Z�ýR��¡É����£ ¼ v1 > v0 + 1 ±�������ªÇ!��� w̄ ∈ C2,αµ �º»�ª�N¼ w̄(·, v) L2 ¾À��¡¶��¼���Îs���A�s�±�N� eσ,0, eσ,1���_�����¶ý�¢1����Î?T

{
Lσ w̄ = f̄ ��� Iσ × [v0, v1],
w̄(·, v0) = w̄(·, v1) = 0.

[�ø�¯ ø���\
��è�è�Ú!ó	á'àRã>Ø öBqn¼BqD¼Bq�� yo{ u {�{�� �D~ x c ∈ R v | � σ0 ∈ (0, π/2)

~ } � yexzy v xm¯ ��t`u { � { u ¤ σ ∈ (0, σ0) ¯
v0 ∈ R ¯ v1 > v0 + 1

v | � f̄ ∈ C0,αµ (Iσ × [v0, v1]) ¯;xmyo{ u {I{�� �D~ x ~ w̄ ∈ C2,αµ (Iσ × [v0, v1])
L2 ® t`u xzy t � t | v�w x t {eσ,0, eσ,1} ~<v x �D~z� ¤ � |�� � � ¦ �f�0� v | �

sup
Iσ×[v0,v1]

e−µv|w̄| 6 c sup
Iσ×[v0,v1]

e−µv|f̄ |. [�ø�¯ ø���\

÷ ø�ø



�*��¥�¥>���N��	�¢Y£��s�!��¡N�s���ª£Z���ª���+�N¼A���"«¹� �N�Z¡ ���ª���Tø�¯���¯��Q����ý-�����N��¯%ü�¼�����»ýR��¡��Z���Z¡ ¢ n ∈ N ���¼��Z¡N���Å*�ª� ��� σn ∈ (0, 1/n)  v1,n > v0,n + 1 ����� f̄n, w̄n ���_�����¶ý�¢1����Îe[�ø*¯ûø���\J[�ýR��¡ σn, v0,n, v1,n �ª��� �N���s��sý σ, v0, v1 \�� ��£ ¼z�N¼A���
sup

Iσn×[v0,n,v1,n]

e−µv |f̄n| = 1, �s���

An := sup
Iσn×[v0,n,v1,n]

e−µv |w̄n| → +∞ �s� n→∞.

�*�ª��£�� Iσn× [v0,n, v1,n]
�ª���K£Z��¤2¥��s£Z���N���� An �����s£´¼��ª�Z���Z�2���±�K¥>���ª�!� (un, vn) ∈ Iσn× [v0,n, v1,n]

¯
ü�¼����N��Ç!���Z��£��D�sýÍ� �Z�N� In = [v0,n − vn, v1,n − vn]

£Z���!���Z¡NÎ��Z�.[R��¥����8�N�s¤2�É�N�?	��N��Ç!������£��F\¹�����
�N���H�N¼A����ºx���������s�N�$	�¢ I∞. ¿����ª�ª¥����½£m���¶����¤2���N������¤�¥��½¢���¼A���

sup
Iσn×[v0,n,v0,n+

1
2
]

e−µv |∇w̄n| 6 c( sup
Iσn×[v0,n,v0,n+1]

e−µv |f̄n|+ sup
Iσn×[v0,n,v0,n+1]

e−µv |w̄n|) 6 c(1+An).

Ã ¡N�s¤ �N¼��������¶���ª¤"���N�"ýR��¡É��¼���Î�¡N�s�����Z�!�p�sý w̄n �����s¡ v = v0,n
�ª��ýR�s���ª�	º»�É��¼A�_�p��¼����N��¥�¡N�Z¤���¤

An
£��s�����s�W	>�p�s£´¼��ª�Z���Z�C���K�2¥>�������]º»¼���£´¼����H���1�"£��ª���N�å�N� v0,n, ��¼A���¹���H��¼��É¥>���ª�!���Hº»¼��Z¡N� w̄n��������� ¼����Z¯Y²À�+�s�N¼���¡p�N��¡ ¤2����¼����N�ZÇ1������£�� v0,n − vn

¡ ��¤2�s�����J	>�������������	ºx�	¢\ýR¡N�s¤ 0. ®]�N�ª��Î�N�ª¤2�ª����¡x�s¡NÎs��¤2�Z�!�N���½������¥>�s�N�N�n	����¹�N�D�N¼��'ºS��¼���� ∇w̄n ���d	>�����������z�����s¡ v1,n ������£������N��Ç!���������ª¢�s�ª�N� v1,n − vn
¡ ��¤2�s�ª���@	>���������Z�+��º��	¢GýR¡ ��¤ 0. ü�¼��Z�[ºx�8£����[£��s��£��ª�����"�N¼A��� I∞ = [v̄0, v̄1]º»¼��Z¡N� v̄0 ∈ [−∞, 0) �s��� v̄1 ∈ (0,∞].

RQ�����3�A���
w̃n(u, v) :=

e−µvn

An
w̄n(u, v + vn), (u, v) ∈ Iσn × In.

RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�
|w̃n(u, v)| 6 eµ v

e−µ(v+vn)|w̄n(u, v + vn)|
An

6 eµ v

�s��� sup
Iσn×In

e−µv |w̃n| = 1. [�ø*¯ûø���\
®]� ����Îp��¼��å��	>�'���§���¶����¤2���N�mýR��¡ ∇w̄n ºx����	��´�s�ª�

|∇w̃n| 6 c
1 + An
An

eµ v < 2c eµ v.

�*�ª��£��z�N¼�� � ��Ç!������£���� (w̃n)n �s��� (∇w̃n)n �s¡N�Ê�����ªýR�s¡N¤��½¢�	>�����������@�«¹� £����ª�½¾³«¹¡N¬Z���D¿}��¼��Z��¡N�Z¤�����N��¡ ���»�N¼A���]�D� �?	��N�ZÇ1������£��É��ý (w̃n)n £���������¡ Î����HýR��¡ n→∞ [��s��� σn → 0 \����z£Z��¤2¥��s£Z�»�N�Z�N��sý I0 × I∞
�����"ýR����£������s� w̃∞

�º»¼��ª£ ¼}��� L2 ¾³��¡ �N¼���Î������s���N� {e0,0, e0,1} ýR��¡¹���s£´¼ v ∈ I∞
/�s���

��������� ¼����]��� I0 × ∂I∞
�º»¼��Z� ∂I∞ 6= ∅ ¯�ü�¼���ýR����£Z�N����� w̃∞

�ª��¼��Z¡N�½������¼��å¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª���H�sý w̃n. ²À�¥A�s¡¶���ª£������s¡��½�»¼��������
sup
I0×I∞

e−µv |w̃∞| = 1. [�ø*¯�����\
÷ ø��



V]�	ºX����¡x�s��¤ �ª�ÿ��	����s�ª�8�å£��s�!��¡N�s���ª£Z���ª���2�N¼��'º»�ª��ÎÉ�N¼A��� w̃∞
£��s�����s���N�����ª���A�Z�k[�ø�¯�����\ ¯�ü�¼A���ÿº»���ª�

¥�¡ �'���K��¼����s� �N�Z¡ ���ª���Êø�¯���¯���¯
²³ý n → ∞ ºx��¼A�	�s� σn → 0, ��¼��Z��ºx��£����}£�����£��ª�����É�N¼A������¥����8� �?	�� ��Ç!������£��s/�N¼��ÉýR����£Z���ª���
w̃∞

�N�����ª���A�Z� L0w̃∞ = 0 �s��� w = 0 ��� I0 × I∞
�ªý ∂I∞ 6= ∅. ²³ý I∞ ���d	>���������Z�z�N¼A�s��Ä!�����p��¼��¤2�_Å*��¤���¤ ¥�¡N����£���¥����Éºx��£����Q£��s��£��ª�����D�N¼A��� w̃∞ = 0 ��� I0 × I∞

º»¼��ª£ ¼G£�������¡N�s����£����.[-ø�¯�����\ ¯�*���ª����¼��§ýR�s���ª�'º»�ª��Î�ºÿ��£����Ê� ��¥�¥>��� � I∞ ���
	>���s�z���	>���������Z� �ª�!�N��¡ �_�s�V¯
�*�ª��£���ºx�"Ä1���'ºÓ�N¼��"��Å*¥�¡ ��� �N�����\�sý L0

���G����¡ ¤2�å�sý��N¼�� (x, y) ����¡N�©��	����Z��0�ª�å���å£Z�����������ª���!�É���ºx�s¡NÄ"º»�ª�N¼��N¼���� �§���s¡N����	��ª���Z¯�ü�¼��Z�z��¼��§��Ç!�A�_�����s� L0w̃∞ = 0 �´��Äs���»�N¼��KýR��¡N¤
∂2xxw̃∞ + sin y ∂y (sin y ∂yw̃∞) + 2 sin2 y w̃∞ = 0.

V]�	ºSºx��£Z�����N�ª����¡��N¼��§���ªÎ����*ýR����£Z�N�������»���Z£��s¤2¥>��� �ª�N�������sý w̃∞


w̃∞(x, y) =
∑

j>2

aj(y) cos(j x).

¿±�s£´¼�£��1�Q§2£Z���Z�!� aj, º»�½��¼ j > 2, ¤���� �x�����N��� ý�¢D��¼��K�s� �N�1£Z�©���N��� · �ZÎ��Z����¡N�m���½þ��Z¡N�Z�!�����s����Ç!�A���N�����[-� ����«]¥�¥>�������½Åzø�¯ ÷�÷ \ ���¼A�_�H�ª�
sin y ∂y (sin y ∂yaj)− j2aj + 2 sin2 y aj = 0.

RQ�»��	��´��������¼A��� aj(y), º»�ª��¼ j > 2 �ZÇ!�A�s������¼��H�s� �N�1£Z�©���N��� · ��Îs������¡ �»ýR����£����ª�������sý�� ��£Z�����2Ä!��������¼����¹�ª� aj(y) = Qj
1(cos y), j > 2. RQ�å�����Z���N�"� Å*¥�¡N�Z�N� w̃∞

���z�N��¡ ¤2�H�sý4��¼�� (u, v) �_�s¡N����	��ª����¯RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�H�½ý σ → 0 ��¼��Z�zýR¡ ��¤Û[�ø�¯ ø���\ÿºx��Îs�Z�
u→ x �s��� v → 1

2
ln
∣∣∣tan y

2

∣∣∣ .
Ã ¡N�s¤ ��¼��§���s� ����Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���zºx�§Î��Z�

y(v) = 2 arctan(e2v) �s��� e2v =
∣∣∣tan y

2

∣∣∣ .

®]� ����Îpºx�Z���@Ä�ºx�'º»�z��¡ ��Î��s����¤��Z�N¡N�ª£]ýR��¡N¤������s�m�s��� �pºx�k�A���

cos y(v) =
1− e4v

1 + e4v
. [�ø�¯�� ÷ \

ü�¼��Z� ¡ ��¥����s£Z����Î���¼��§� Å�¥�¡N��� �N���s���]��ý aj �����N¼��§���ªÎ�����ýR����£Z�N�����������Z£���¤�¥>��� �ª���ª�����sý w̃∞,
ºx�§Î��Z�

w̃∞(u, v) =
∑

j>2

Qj
1(cos y(v)) cos(j u).

÷ ø�ú



²³ý v → +∞ [-¡ ���N¥>�Z£Z�N�ª���Z�ª¢ −∞ \��N¼���� cos(y(v)) ���Z�����H��� −1 [-¡ ���N¥>�Z£Z�N�ª�����½¢ +1 \ ¯�²³�]���»¥>���N� �½¾	��ª������� ¼��'ºÝ��¼A�_� |aj| ���Z���C��� +∞ �s�m��¼��pýR����£������s� e2j|v|. �*�ª��£�� I∞ �ª�K���	>���������Z�@Uºx�D£��s�£��s��£��ª�����K��¼A�_� w̃∞
���1�Z�H���s�»�����N���¶ý�¢8�N¼��.[�ø*¯�����\ÿº»�ª�N¼ µ ∈ (−2,−1), �p£��s�!��¡N�s���ª£Z�N�����@¯

ü�¼��ª�§¥�¡ �'���Z�§�N¼����s� �N�Z¡ ���ª���Gø�¯��*¯��*@��¼A���§�ª��@ýR�s¡K�Z���Z¡ ¢ v1 > v0 + 1 @��¼��Z¡N�D� Å*��� �N����ýR����£Z�N����� w̄���_�����¶ý�¢1����Î'[�ø�¯ ø���\ ¯ · �Z�<E ���´�sÄs�K��¼����ª��¤D�½���s� v1 →∞.
¨ ������¡N�ª¢s

e−µ v|w̄| 6 ‖w̄‖C0,α
µ

6 c ‖f̄‖C0,α
µ
.

�*£´¼oós������¡H�Z� ���ª¤"�_�������ª¤2¥��½¢
e−µ v|∇w̄| 6 ‖w̄‖C2,α

µ
6 c

(
‖f̄‖C0,α

µ
+ ‖w̄‖C0

µ

)
6 c‖f̄‖C0,α

µ
.

¸]�Z��£���«¹�N£Z����� ¾À«]¡N¬Z���g¿"�N¼�����¡ ��¤ �s�N� ��¡N�Z�å�N¼A���å��� �?	��N�ZÇ1������£��"��ý {w̄v1}v1>v0+1
£Z���!���Z¡NÎs�������Ê�

ýR����£����ª��� w̄ ���3�������Ê��� Iσ × [v0,∞) �º»¼��ª£ ¼z���_�����f�A���
sup

Iσ×[v0,+∞)

e−µ v|w̄| 6 c sup
Iσ×[v0,+∞)

e−µ v|f̄ |.

®]� ����Î"�sÎ��s���z���ª���ª¥��N�ª£K��� �N��¤2�����Z�»ºx�É£��s� £��s��£��ª��������¼A�_� w̄ �N�����ª���A�Z�]�N¼��å� �������Z¤2�Z�!�¹��ý�¥�¡ ��¥>��� �½¾���ª���zø*¯���¯ûú*¯�ü�¼��������ªÇ1�������Z�N�]�sý���¼��§� �������N�����8ýR�s���ª�	º»��ýR¡ ��¤ ���Z¤2¤2��ø�¯���¯���¯
Âá	Ú!ê%õ · �Z�<E �»���'º £������N������¡ f ∈ C0,αµ (Iσ × [v0,+∞)) ��� Span{eσ,0, eσ,1} A��¯ ��¯

f(u, v) = f0(v) eσ,0(u) + f1(v) eσ,1(u).

RQ�m� Å1����������¼��]ýR����£����ª����� f0(v), f1(v) ýR��¡ v 6 v0
���>	>�m�ZÇ1���s�V*¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢�*��� f0(v0), f1(v0).ÌK�ª����� v1 > v0 + 1 �£������N������¡

{
Lσ,jwj = fj, v ∈ (−∞, v1]
wj(v1) = ∂vwj(v1) = 0

[�ø�¯��!��\
°0�������\��¼��Z��¡N�Z¤ ���N�N��¡N���8��¼���� Å*��� �N����£Z�G�s���k��¼��������ªÇ!���������N����ý§��¼����N���ª�����ª��� wj. Ôm��¡��s�ª¤£��s���N�ª� ���»����¥�¡N�'�1�ª��Îp��¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î
��è�è�Ú!ó	á'àRã>Ø öBqn¼Bqm��q

sup(−∞,v1] e
−µv|wj| 6 c sup(−∞,v1] e

−µv|fj|
��t`u"~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c  My �H� y��t { ~ | t x � { � {Q| �!t | v1.

�*��¥�¥>���N��	�¢8£�������¡N�s����£����ª���"��¼A�_��*ýR��¡��Z���Z¡ ¢ n ∈ N *��¼��Z¡N�K��Å*���¶��� σn ∈ (0, 1/n)  v1,n > v0,n + 1�s��� fj,n, wj,n �����N��� ý�¢1�ª��Î^[-ø�¯�����\x�N��£ ¼z��¼����
sup

(−∞,v1,n]

e−µv |f̄j,n| = 1,

An := sup
(−∞,v1,n]

e−µv |wj,n| → +∞ �s� n→∞.

÷ ø��



ü�¼��"�N���ª�����ª��� wj,n ��ý���¼��"¥�¡N���*�ª�����É�ZÇ1�������ª���\�ª�É� �ª�������s¡�£Z��¤J	��ª�A�����ª�s�Q�sý���¼��2�Àºx��� �����*�����s����sý���¼��É¼���¤���Îs�����Z�����]¥�¡N��	�����¤ Lσn,j w = 0. ü�¼���¢ Î�¡ �'ºñ���¹¤���� �]���������s¡ �½¢���� ∞. ²À� ý-�s£Z�¹�½�]���Ä!���'º��p��¼A���4�N¼�� Æ �s£Z��	����A���ª����¼A�����x��¼��ª�4¡����N����ý>Îs¡N�'º��N¼@¯�¸H����£Z����¼���� ��¥�¡ ��¤���¤ An
�ª���s£´¼����������

���C��¥>�������Kº»¼���£´¼Cºx�D���Z���s���
	�¢ vn ∈ (−∞, v1,n].
RQ�D���3��������� In := (−∞, v1,n − vn]

�N¼��
ýR����£����ª��� w̃j,n 	!¢

w̃j,n(v) :=
1

An
e−µvn wj,n(vn + v).

«¹�±�ª�.�1���Z¥ ÷ ��������N¼��	º»�Í�N¼A������¼��H� ��Ç!���Z��£�� (v1,n−vn)n ¡N�Z¤2�s�����,	>�����������"��º��	¢ÉýR¡N��¤ 0 ��N¼A������ v1,n > vn
ýR�s¡m���s£ ¼ n ¯>�*���º»�½��¼��s���K�ª���N�¹�sýÍÎ��Z����¡N�s���½�P¢sºx�p£��s�G���N�N��¤2�É��¼A���¹��¼����N��Ç!���Z��£��[ v1,n − vn)n
£���������¡ Î����»��� v̄1 ∈ (0,+∞] ¯hRQ�§�N�Z� I∞ = (−∞, v̄1]

¯
RQ�§£��s�Ê�����N�D�s�N� ��¤��K��¼A�����N¼��§�N�ZÇ1������£��å�sý�ýR����£����ª����� (w̃j,n)n £���������¡ Î����H����£���¤�¥A�s£��»�N�?	�� �Z�N��sý I∞ �N�2�p��������¡N�½�1�©�s�>ýR����£������s� w̃j �N��£´¼z��¼A�_� w̃j(v̄1) = ∂vwj(v̄1) = 0 �½ý v̄1 < +∞, �s���

sup
v∈I∞

e−µv |w̃j| = 1. [�ø*¯���ø�\
ü�¼��KýR����£����ª��� w̃j �ª���N¼��§� ���ª�����ª������ý4�p�N�Z£������Ê��¡N����¡���¡N�����A�s¡¶¢"���½þ��Z¡N�Z�!�����s���Ç!�A���N�����@�Î��ª���Z�@��ª����Z¡N¤��»��ý0��¼�� (x, y) ¾V���s¡ �©��	����Z���	!¢

sin y ∂y (sin y ∂yw̃j)− j2 w̃j + 2 sin2 y w̃j = 0. [�ø�¯�����\
²³ý v̄1 < +∞ ��¼��Z� w̃j = 0 �s���C�N¼����K�ª����£��s�!��¡N�s���ª£Z���ª����º»�ª�N¼�[-ø�¯���ø�\ ¯p²À�C��¼��D£����N� v̄1 = +∞ºx�"º»�ª������¡ ¢G�N��¡N���s£´¼ � £�������¡N�s����£����ª���$���Z���Z¡N¤������ª��Îz��¼��"�N���ª�����ª����[-ø�¯����\ ¯�ü�¼����É���É�sÎ��s�ª�Q��¼��
�s� �N�1£��������Z� · �ZÎ�������¡N�§���½þ��Z¡N�Z�!�����s���Ç!�A���N�����·[-�N�Z���s¥�¥>�������½Å�ø�¯ ÷�÷ \ ¯�ü�¼���� �����*�����s������ý���¼��K��Ç!�A�'¾
���ª���Ö[-ø�¯����\É��¡N�������ª������¡É£���¤J	����A���N�ª���\��ýH�N¼����s�N� �1£��������Z� · �ZÎ�������¡N��ýR����£Z���ª�������sý5�A¡N�¶��Ä!�ª���@
P j
1 (cos y),

�s�����N�Z£��s���CÄ!������ Qj
1(cos y),

º»�½��¼ j = 0, 1. ²³�m¼��������]��¼���� P 0
1 (cos y) = cos y �s���

P 1
1 (cos y) = − sin y.

V]�	ºXºÿ�m£´¼A�s��Îs�m�sý/£��1�s¡N���ª�A�����Z�ÿ�N��� Å�¥�¡N��� � w̃j ��������¡ ¤2�ÿ�sý/�N¼�� (u, v) ����¡N�©��	����Z��¯4²³�����ÿ¥>��� �N�n	�������å�N¼��	ºT��¼A�_���s� v → ±∞ �N¼���� |Q1
1(cos y(v))| ����� |Q0

1(cos y(v))| �N�����2��� ∞ ¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢"�s�
e2|v| �s��� |v|. R$�]£��s�"£��s��£��ª�����H��¼A���ÍýR����£������s��� w̃1

����� w̃0
���É���s�x�N�����ª� ý�¢p��¼��]��Ç!�A���N���s�a[�ø�¯���ø�\

º»�ª�N¼ µ ∈ (−2,−1), �D£Z���!�N¡��s���ª£Z�N�����@¯
�*�Dºÿ��¼A������¥�¡ �'���Z�z��¼����

sup
(−∞,v1]

e−µv |wj| 6 c sup
(−∞,v1]

e−µv |fj|.

V]�	ºSºx�§¥A���N�����p�N¼��§�ª��¤�� ����� v1 ���Z��������� +∞ �ª�z�p� ��Ç!���Z��£��å�sý0�N�s�����N�������xº»¼���£´¼Ê��¡N�K���Q�A�����
��� I∞. ü�¼����»¥�¡N�	�����»��¼���� Å*��� �N����£Z�å��ý��p�N���ª�����ª�����sý

Lσ,j wj = fj

÷ ø��



º»¼��ª£ ¼z�ª�»���3�A����� �ª� [v0,+∞) ¯�²À� �������ª�N���s�@*ºÿ��Ä!���'º �N¼A���
sup

[v0,+∞)

e−µv |wj| 6 c sup
[v0,+∞)

e−µv |fj|.

¿����ª�ª¥����ª£���� �N��¤2�����Z�8�������	º»�����"�N�\��	����s���+��¼�� ���¶���ª¤"���N����ýR��¡���¼�� ���Z¡N�ª�_�����½�����Z¯Wü��\¥�¡N�	��� ��¼��
�����ªÇ!�������Z�N�D�sý���¼��8� �����*�����s�\�½���ª�É�N��§�£��ª�����p������	�� ��¡ �s����¼����p���s�D�s��¢$�N�s�����N�����$��ý Lσv = 0,��¼����p���É£��s�����½�����s¡��N� eσ,0 �s��� eσ,1 ���Z£��	¢1�D� Å*¥>�������������s���½¢$��� ∞. ü�¼����Éý-�s£���ýR�����ª�	º»�åýR¡N�s¤ �N¼��	>��¼��	�1���s��¡»�sý���¼�� Æ �s£Z��	��U�A���ª����¯O�1�D��¼��§¥�¡ �1�sý0�sý0�N¼��§¡N�Z�N���½�H����£Z��¤�¥���������¯

ø.ò(� ( û�ö$7 P31�+ /@û 7 P<-"P37 ö$1ü:CN�LMû�ö@)O25: )¡1Q/>:¶2 8C/
M̃σ,0,β

ö@-!4
M̃σ,α,0

ü�¼����s�ª¤ �sýÍ��¼����K� ��£Z�N���s�G���¹���"�A���Q�8ý-�s¤2�ª�½¢Ê��ýÿ¤2�ª���ª¤2���0�N��¡¶ý-�s£Z���������s¡m���z�8��¡N�s��� �©���N���G�s���
���ª�©���N���G£��s¥!¢G�sý M̃σ,0,β

�s��� M̃σ,α,0
º»�½��¼QÎ��½�����\Á¹�ª¡N�ª£ ¼����Z�§�A���´�z���Q�N¼��.	>���������s¡ ¢s¯!RQ�2� �´��¡ �

¡N�Z£��s�ª���ª��Î»�N¼A���4�ª�É� �?	��N�Z£Z���ª���pø�¯ùú1¯ ÷ ºx�x��	�� ��¡ ���Z�p�N¼A�����H�N¡��s��� �©���N���������������©�_������£���¥������0�sý M̃σ,α,0�s��� M̃σ,0,β
£��s��	>�"��Å*¥�¡ ��� �N���Y���å��¼��"Îs¡��s¥�¼��É�'���Z¡É�N¼�� {x3 = 0} ¥��©�s���2¡ ��� ¥�Z£Z�N�ª���Z�ª¢Q�sý��N¼��ýR����£����ª�����
Ũ(r, θ) = −(1 + γ) ln(2r) + rκ1 cos θ −

1 + γ

r
ξ1 cos θ + d+O(ε) [-ø�¯��!ú�\

Ũ(r, θ) = −(1 + γ) ln(2r)− rκ2 sin θ −
1 + γ

r
ξ2 sin θ + d+O(ε) [-ø�¯�����\

º»¼��Z¡N� d = ξ3 + (1 + γ) ln(1 + γ), κ1, κ2, ξ1, ξ2, ξ3, γ ∈ R �N¤2�s���»�Z������Îs¼@ κ1 = b1 + b2,
κ2 = b1 − b2, b1 = sin α−β

2
, b2 = sin α+β

2
, �s��� r 	>�Z���s��Î����N�2�p���Z��Î�¼	>����¡N¼��1�1�z�sý rε = 1

2
√
ε
.

RQ�������������=	!¢ Z �N¼�����¤�¤���¡ �N�ª���}�sýx�N¼����N��¡ ý-�s£Z� M̃σ,α,β.
ü�¼���ýR���ª�ª�'º»�ª��Î�¥�¡ ��¥>��� �ª���ª���@@º»¼���� �

¥�¡ �1�sý�����£Z���!���s�������å���å� ��£������s��ø�¯ ÷ ��_� �´�_��������¼�������¼��ÿ�ª�������s¡ �ª¬������sý���¼��ÿ¤2���s�å£Z��¡ ���_����¡ �x��¥>�Z¡����N��¡
�����N¼�� · �s¤2¦m��¥>��¡N������¡��ª�!��¡ �1����£Z���z�����N��£����ª���Êø�¯ûú*¯ù�1¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>ØYöBqg��q�Öoq
� yo{ ~ } uz�3v�� { ��v�u�v�� {Qx�{ uQ��¢ { �=� ¤ Zf := Z + f N

�D~k�9� | �m�=v�w�� ��v | �"t | w ¤� � xmyo{ � }�| � x �Ht | f �D~>v
~Ft`w }´x �Ht | t��
Lσf = Qσ(f),

 Myo{ u { Lσ := ∂2uu + ∂2vv + 2 sin2 σ cos2(x(u)) + 2 cos2 σ sin2(y(v))
�D~ xzyo{ Bv��;Ç>tj� { u�v x t`u�v | �

Qσ
�D~@v | t | w¹� |U{ v�u@tj� { u�v x t`u  My �H� y ~<v x �D~ �d{ ~

‖Qσ(f2)−Qσ(f1)‖C0,α(Iσ×[v,v+1]) 6 c sup
i=1,2

‖fi‖C2,α(Iσ×[v,v+1]) ‖f2 − f1‖C2,α(Iσ×[v,v+1])
[�ø�¯����\

��t`u�v�wmw
f1, f2

~ } � y"xmy v x ‖fi‖C2,α(Iσ×[v,v+1]) 6 1
¦ � { u {kxzyo{ ��t | ~ x v |ox c > 0

��t { ~ | t x � { � {Q| ��t |
v ∈ R ¯�| t`u>t | σ ∈ (0, π

2
)
¦

÷ ø��



«¹���¹£��s���N�ZÇ1������£��H��ý��N¼��������������½���å�sýAý-�s£Z�N��¡ 1+γ �sý��N¼����N��¡ ý-�s£Z����¼���¤2�ª���ª¤2���!�N��¡¶ý-�s£�����Ç!�A���N�����	>��£Z��¤����
Lσ w =

1

1 + γ
Qσ ((1 + γ)w) . [-ø�¯�����\

RQ�����	ºW�N¡N����£����N�§��¼���� ��¡ ý-�s£Z��� M̃σ,α,0
�s��� M̃σ,0,β

���»��¼��§Î�¡��s¥�¼Ê��ý4�N¼���£Z��¡ ��� r = 1
2
√
ε
�sý0��¼��

ýR����£����ª����[�ø*¯��!ú�\H�����Y[-ø�¯�����\�º»�½��¼@>¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢� β = 0 �s��� α = 0 ����� ºÿ��£Z����� �����Z¡¹�����½¢���¼����¥�¥>�Z¡H¼A���ªý0��ý0��¼����N��� ��¡ ý-��£����»º»¼��ª£´¼zºÿ��£������ M1
�s��� M2.

RQ�å�s¡N�§�������Z¡N���¶���Z� �ª�z¤������ª¤��s�����s¡N¤2�s�@Î�¡���¥�¼��H�	����¡»�N¼���� �å�N��¡¶ý-�s£��Z�Hº»¼���£´¼ �s¡ �å��� ¢1¤2¥*���s�N��£m���
��¼���¤z¯�ü�¼��É���s¡N¤2�s�/Î�¡N�s¥�¼Ê�sý4��¼��§ýR����£Z�N����� w �'���Z¡ M1,M2

���H¤�������¤��s�-��ªý��s��� �s���ª¢��ªý w �ª�]��N�s�����N�������sýd[�ø*¯�����\�¯
²À�Ê�N�?	��N��£����ª����ø�¯ûú*¯ ÷ ºÿ�å¼A�����å¥�¡N�'���Z� ���Z¤�¤"�pø�¯ûú*¯ ø��º»¼���£´¼ �s�ª���	º»�»���H�N�2¥��s¡��s¤��Z�N¡N�ª¬��m��¼���� ��¡¶¾
ý-�s£Z��� M1,M2

���$�z���Z��Î�¼	>����¡N¼��1�1�$�sý rε �s���N¼��2Î�¡���¥�¼$�sýx��¼���ýR����£Z�N��������Î��ª�s���\��	>�	���s¯�ü�¼���N��¡ ý-�s£Z��� M1
�s��� M2

�s¡N�å¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��Z� ��� Iσ × [vε, Vσ]
º»¼���¡ � vε ���Z���s���å���������å�sý���¼��å�_�s¡N� ¾��	��ª� v £���¡ ¡N�Z�N¥>�������ª��Î$���Q��¼��Ê���s�ª��� rε �sým��¼��Ê����¡N�©��	���� r. ²À�T� ��£������s�Xø*¯ùúCºx��� ¼��'ºx�Z�T�N¼A���

vε = −1
2
ln ε+O(1).

²³���ª�D�ª¤�¥�s¡ �´���!�É���C¡N��¤2�s¡ ÄQ��¼A���p��¼��'	>�s�����A�s¡¶¢[�sý]�N¼���� �z�N��¡¶ý-�s£��Z�2���1�������s��£Z��¡N¡ ���N¥>�s���+���
��¼��+£Z��¡ �s� v = vε.

RQ�[��¼��Z¡N�ZýR�s¡N� ¤2�1���ªý�¢S�N¼��+��	>�'��� ¥A��¡��s¤��Z�N¡N��¬������½��� � �X��¼A�_�CýR��¡ v ∈
[vε − ln 2, vε + ln 2] ��¼��å�ª¤"��Î��K�sý4��¼���ýR����£Z���ª�����>[�ø*¯��!ú�\»�s����[�ø�¯�����\�£��s¡N¡N�Z�N¥>�������]������¼��å¼���¡N� ¾¬��s�!�´����£Z��¡ ��� v = vε

¯ Ã ��¡ �N¼���¡ ¤2��¡ �Éºx��ºx�������}���ªÄs�É�N¼A���m��¼��p����¡N¤2�s������£�����¡W�A�Z���}¡N���������½���å���
M1,M2

��������¡¶���ª£��s�/�����s¡»��¼��@	>�s�����A�s¡¶¢��sý0��¼��ª�»�N��¡¶ý-�s£���¯�ü�¼����H£��s�^	>�å�s£´¼����������b	�¢�¤��1���ªý�¢1�ª��Î
��¼��Ê����¡N¤2�s�x����£�����¡
�A���ª�Y�ª�!�N�Q�}��¡��s��� ���Z¡N�N�z����£Z�N��¡
�A���ª� Ñ º»¼���£´¼��sÎ�¡ ���Z��º»�½��¼ ��¼��z���s¡N¤2�s�
����£����s¡5�A�Z��� N ýR��¡»����� v > vε + ln 4 �s����º»�½��¼���¼��K���Z£Z���s¡ e3 ýR��¡»����� v ∈ [vε, vε + ln 2] ¯
V]�	º§1ºÿ�¹£��s���N�ª����¡x��Î�¡N�s¥�¼"�	����¡Í�N¼����Í�N��¡ ý-�s£Z�]ýR��¡Í� ��¤��HýR����£Z���ª��� u 1��� ����Î���¼��]¤��1�����A���D����£�����¡�A�Z��� Ñ ¯4ü�¼��ª�4Îs¡��s¥�¼åº»���ª�	>�x¤�������¤��s���ªýA�s�����s���ª¢§�ªý���¼��ÿýR����£������s� u �ª�4�]�N���ª�����ª���å��ý>�]���s�����ª������¡���ª���ª¥��N�ª£4��Ç!�A�_�����s��¡ ���������Z�K���@[-ø�¯�����\�¯Uü0�»Î��Z�/�N¼��±����º\��Ç!�A�_�����s�@	ºx���´�sÄs�±�ª�!�N�»�s£�£Z�������U��¼����Zþ��£Z�N�
�sý0��¼���£´¼A�s��Î��å��ý�¥A��¡��s¤��Z�N��¡N�ª¬����N�ª���z�����z��¼���£´¼A�s��Î���������¼��§����£Z�N��¡%�����ª� N ������� Ñ . ü�¼��å����º¤������ª¤��s��N��¡¶ý-�s£��§��Ç!�A�_�����s�z���

Lσ w = L̃εw + Q̃σ (w) .
[�ø*¯�����\

¸]�Z¡N� Q̃σ
���'� �'¢1�§�N¼��D�N�s¤��p¥�¡N�s¥�Z¡ �N���Z���s� Qσ,

� ����£Z�D�½�K���m��	��´�������Z�e	!¢}���N�ª��Î�¼��m¥>��¡ �N��¡�	A�_�����s�
ýR¡N�s¤ë�½��¯�ü�¼�����¥>�Z¡����N��¡ L̃ε �ª���]���ª�����s¡�� ��£Z�����D�s¡N���Z¡4��¥>��¡N������¡�º»¼���� ��£Z�1�3§�£Z�����������s¡N�ÿ�N��¥�¥>�s¡ ���Z���� [vε, vε + ln 4]× S1 ��������¡N�$	>������������	�¢Ê�D£������¶�´�s���¹¤����½���ª¥��ª�½����ýR��¡ ε1/2 >�ª� C∞ �N��¥>���ª��Îs¢sº»¼��Z¡N��¥A�s¡¶���©��������¡ �ª���_���½�����H�s¡ �§£Z��¤2¥������Z��º»�ª��¼�¡N�Z�N¥>�Z£Z�]�N�D�N¼��K����£�����¡ª�A���ª��� ∂u �s��� ∂v ¯
«¹�"�Cý-�s£���x�ªý]ºx�Ê���sÄs�Ê�ª�!���Q�s£Z£������!�2��¼��Ê�Zþ��£��8�sý¹��¼��Ê£ ¼��s��Î��Ê�sý¹�N¼��Ê����¡ ¤"�����s��£Z�N��¡=�A���ª�@
ºx��ºx�����ª�Ê��	��´�����@>��¥�¥��½¢*�ª��ÎD��¼��å¡ ���N���ª�¹��ý�«]¥�¥>�������½Åb&S�sýªX ÷s÷ Z��2� ��¤����ª�s¡�ýR��¡ ¤����©��º»¼��Z¡N�å��¼��
£��1�Q§�£��ª���!�N�¹�sý���¼��É£Z��¡N¡ ��� ¥>�������ª��Î"��¥>��¡N������¡ L̃ε �s¡ �@	>������������	!¢Ê��£������¶�´�s���m¤����½���ª¥��½�ª�Z�zýR�s¡ ε

÷ ø��



�N�ª��£��
Ñε ·Nε = 1 +O(ε)

ýR��¡ t ∈ [tε, tε+ln 2] ¯4²À��� �N�����@1�ªý�ºx�»���sÄs�»����������£�£��s���!�±��¼��H��þ��£Z�Í�sý�N¼��»£´¼A�s��Î��»�ª�p��¼��»¥A�s¡N�s¤p¾�Z�N��¡ ��¬��_�����s�@�ºx�]ºx�s�����2��	��´�����"�å� ��¤����ª�s¡�ýR��¡N¤����©�Kº»¼���¡N�]��¼��¹£Z�1�3§�£��ª�������x�sý@��¼��¹£Z��¡N¡ ���N¥>�s��������Î
��¥>�Z¡����N��¡ L̃ε ��¡N�ª	>�����������=	!¢p�K£Z����� ���s���Í¤����ª�N�ª¥��ª�½���ÉýR��¡ ε1/2. ü�¼��»�Z� �N��¤2��������ý>��¼���£��1�Q§�£����Z�!�N��sý L̃ε ýR���ª���	º»�xýR¡N��¤ �N¼���� ��£������N������¡��_�����s����¯
²À���N¼��mýR���ª���	º»�ª��ÎÉ��ý��N¼����x�N�Z£Z���ª����ºÿ�Kº������>Î��½���¹��¼��m���Z���s���ª���8¥�¡N�1��ý��sýU��¼��m��Å*���¶���Z��£��§�sý0�Éý-�s¤��ª�½¢
�sý4�p¤������ª¤2���Î�¡N�s¥�¼z��	>���*� M1

�s���Ê�s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£m�N�D�ª��¯�ü�¼��§¥�¡N�1��ý0¡N�Z�©���N�ª���¹���p�N¼��§£����N�Kº»¼���¡ �
��¼��¹� ��¡ ý-�s£Z� M1

���Í¡N�Z¥��©��£��Z��	�¢ M2
£��s��	>�]��	����s�����Z�"���s�N�ª�ª¢�ýR¡N��¤~��¼��¹¥�¡ �Z�1���s���x�����s¯,RQ�]¡N��£��s���

��¼����0��¼��x� ��¡ ý-�s£Z��� M1
�s��� M1

�s¡ �x¡N�Z�N¥>�Z£Z���½�����½¢É�ª�!�_�s¡N���s�!�Uº»�ª��¼É¡ ���N¥>�Z£Z�����]�Àºx�m���½þ��Z¡N�Z�!�4¤2�ª¡N¡N�s¡
� ¢1¤�¤2����¡ �����Z¯§«~����¡N¤2�s��Î�¡���¥�¼}�sý±�N¼���ýR����£Z���ª��� w = w(u, v) ��	>����� M1

[-¡ ��� ¥>��£Z�N�ª���Z�ª¢}��	>�����
M2

\H����¼���¡ �ª���H��¼����N�s¤���¥�¡ ��¥>��¡¶�P¢ �sý±� ¢1¤�¤2����¡¶¢ �½ý w �ª�m�s�}�Z���Z�¨[-¡N�Z�N¥>��£����½�����½¢��1���o\HýR����£����ª���º»�ª�N¼C¡ ��� ¥>��£Z�§���8��¼�������¡N�©��	���� u. ü�¼��Z�G����£�����¼��p¥�¡ �1�sýÍ�sýÍ�N¼��p¡N��� ���ª�K£��s��£��Z¡N���ª��Î M1
º»���ª�S	>�

£��s¤2¥��ª�Z�N���@��N� ��	*�´�s�ª�G�N¼��2¡N��� ���ª�É��	>����� M2
�½��º»�ª���h	>�2�N�´§2£Z���Z�!�É�N� ¡ ��¥����s£����Z���Z�\ýR����£Z���ª�����

º»�ª�N¼z�1����ýR����£Z�N�������H�s�������D¡N��¥>�����»��¼��§����¤2�§�s¡NÎs��¤����!�N��¯
V]�	º§@�s�N� ��¤2�å��¼A���]ºx�p�s¡N�ÉÎ��½�����}�2ýR����£Z���ª��� ϕ ∈ C2,α(Iσ) º»¼��ª£ ¼����]�Z�����}º»�½��¼�¡ ��� ¥�Z£Z�K�N� u 
L2 ¾À�s¡ ��¼���Î����A������ eσ,0, eσ,1 �s�����N��£´¼z��¼A���

‖ϕ‖C2,α 6 kε. [�ø*¯ùús��\
RQ�����3�A���

wϕ(·, ·) := H̄vε,ϕ(·, ·),º»¼��Z¡N� vε = −1
2
ln ε+O(1) �s��� H̄ �ª��������¡N�1����£��Z�z����¥�¡ ��¥>���N�½���ª����ø�¯���¯ûú*¯²À�Ê��¡N���Z¡»�N�2�N�s�ª���§�N¼�����Ç!�A���N�����»[�ø�¯�����\ �ºx��£ ¼��1�s�N� µ ∈ (−2,−1) �s���Ê���1��Ä2ýR��¡ u �sý4�N¼��§ýR��¡N¤

u = wϕ + g º�¼���¡ � g ∈ C2,αµ (Iσ × [vε,+∞)). ®H�N����Î2°±¡ ��¥>��� �ª���ª���zø*¯���¯ûú*�ºx��£����Ê¡N��¥�¼�¡��s� ���N¼����¥�¡ ��	����Z¤ �s�H�J��Å*���Ê¥>�������»¥�¡ ��	��ª��¤
g = S(ϕ, g) [�ø*¯ùú ÷ \

º»¼��Z¡N�§��¼��§���������ª������¡�¤"��¥�¥�����Î S º»¼���£´¼z����¥>�Z�����]�s� ε �s��� ϕ �������Q�A���Z�b	!¢
S(ϕ, g) := Gε,vε

(
L̃ε(wϕ + g)− Lσ wϕ + Q̃ε (wϕ + g)

)
.

º»¼��Z¡N�m��¼��m��¥>��¡��_����¡ Gε,vε
���x���3�A���Z�z�ª��°�¡N��¥>�s�N�ª�N�����8ø*¯���¯ûú*¯�ü��p¥�¡N�	���m�N¼��m��Å*�ª� ���Z��£��K�sý��>�*Å��Z�

¥>���ª�!��ýR�s¡$[�ø�¯ûú ÷ \ÿºÿ�����Z���z�N¼��KýR�����ª�	º»�ª��Î
� Ú*é$é$Ü�ö¶qg��qªõ¶q� {Qx µ ∈ (−2,−1). � yo{ u {�{�� �D~ x ~Ft`� { �jt | ~ x v |ox ~ ck > 0

v | � εk > 0 ¯ ~ } � yxmy v x
‖S(ϕ, 0)‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 ckε
3/2+µ/2 [�ø�¯ûú���\

÷ ���



v | � ¯ ��t`u@v�wmw ε ∈ (0, εk)

‖S(ϕ, g2)− S(ϕ, g1)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

1

2
‖g2 − g1‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞)),

‖S(ϕ2, g)− S(ϕ1, g)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 cε

1
2
+µ/2 ‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α

[�ø�¯ûúsø�\
��t`u"v�wmw

g, g1, g2 ∈ C2,αµ (Iσ × [vε,+∞))
~ } � y�xzy v x ‖gi‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 2ckε
3/2+µ/2 ��t`u"v�wmw�Qt }�| ��v�u ¤ ��v x v ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ C2,α(S1)

~<v x �D~z� ¤ � |�� [-ø�¯ùú���\ ¦
� ó_ã@ã�ä_q R$�§Ä!���	º ýR¡N��¤ ¥�¡ ��¥>���N�½���ª����ø�¯���¯ûúÉ��¼A��� ‖Gε,vε(f)‖C2,α

µ
6 c‖f‖C0,α

µ
, ��¼��Z�

‖S(ϕ, 0)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 c‖L̃ε(wϕ)− Lσ wϕ + Q̃σ (wϕ) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 c
(
‖L̃ε(wϕ)‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞)) + ‖Lσ wϕ‖C0,α
µ (Iσ×[vε,∞)) + ‖Q̃σ (wϕ) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞))

)
.

�*�Dºÿ�����Z���z���9�A������¼����Z� �N��¤2�����Z��ýR�s¡���¼��K��¼�¡N���K���Z¡N¤��H��	>�'���s¯RQ�"¡ ��£���������¼A�_� |ϕ|2,α 6 kε ¯ Ã �s¡É����� µ ∈ (−2,−1), ��¼A�s��Ä1�å�N� ¥�¡ ��¥>���N�½���ª���Qø�¯��*¯ùú�ºx�"Ä!���	º��¼����
|wϕ|2,α;[v,v+1] 6 e−2(v−vε)|ϕ|2,α [�ø�¯ûú��\

RQ��Îs�Z�»�N¼A���
‖wϕ‖C2,α

µ
= sup

v∈[vε,+∞)

e−µv|wϕ|2,α;[v,v+1] 6 sup
v∈[vε,∞)

e−µve−2(v−vε)|ϕ|2,α 6

6 e−µvε |ϕ|2,α 6 ckε
1+µ/2.Ã ¡N�s¤ ��¼��ª�������ZÇ1���s���½�P¢"�s����ýR¡N�s¤ ��¼��§�Z� ���ª¤2�����Z�»��ý0��¼��§£��1�3§�£Z���������H�sý L̃ε ��ª��ýR�����ª�	º»���N¼A���

‖L̃ε(wϕ)‖C0,α
µ

6 cε1/2‖wϕ‖C0,α
µ

6 ckε
3/2+µ/2.

«¹��ýR��¡ Lσ, 	>�Z����Î wϕ �s�z¼��s¡N¤������ª£¹ýR����£������s��ºÿ����	����s���8ýR���ª���	º»�ª��Î���Ç!�A�s�ª�ª�À¢
Lσ wϕ = 2k wϕ,

º»¼��Z¡N� k(u, v) = sin2 σ cos2(x(u))+cos2 σ sin2(y(v)) 6 cε, 	>��£������N�±ºx�±¼A�����±�N�Z� α+β+σ 6 ε[-� ���m���Z¤2¤2�åø*¯ùú*¯ ø�\Í�s��� yε 6 y(v) 6 π, º»�ª��¼ yε = π− aε, º»¼���¡ � aε = O(
√
ε). ü�¼���¡N��ýR��¡N���ºx�£��s��£��ª�����K��¼A�_�

‖Lσ wϕ‖C0,α
µ (Iσ×[vε,∞)) 6 2cε‖wϕ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞)) 6 ckε
2+µ/2.

ü�¼������s� �����Z¡N¤ �ª����� �N��¤2�����Z�!	!¢
‖Q̃σ (wϕ) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞)) 6 ckε
2+µ/2.

÷ � ÷



²À��ý-�s£Z�
‖Q̃σ (wϕ) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞)) 6 c sup
v∈[vε,∞)

e−µv|w|20,α;Iσ×[v,v+1] 6 c‖w‖22,α,µ/2 6

c|ϕ|22,α sup
[vε,∞)

e−µv/2eµ(v−vε) 6 c|ϕ|22,α sup
[vε,∞)

e+µv/2e−µvε 6 cε+µ/2|ϕ|22,α 6 ckε
2+µ/2.

°����N�N����Î8�N��Î�����¼��Z¡m��¼��Z�N�D���¶���ª¤"���N���¹ºx�pÎ��Z�m��¼��J�A¡ � �§¡N�Z�N���½��¯É«]�mýR��¡¹��¼��p� ��£��s���Q�Z� �N��¤2�������ºx�
¡N�Z£��s�ª����¼A�_�

S(ϕ, g) := Gε,vε

(
L̃ε(wϕ + g)− Lσ wϕ + Q̃σ (wϕ + g)

)
.

ü�¼��Z�
‖S(ϕ, g2)− S(ϕ, g1)‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 ‖L̃ε(g2 − g1)‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞) + ‖Q̃σ (wϕ + g2)− Q̃σ (wϕ + g1) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)).RQ����	��N�Z¡ ���§��¼A�_�»ýR¡ ��¤ ��¼��§£Z����� �����Z¡����N�������»��	>�	���§�ª��ýR�����ª�	º»���N¼A���
‖L̃ε(g2 − g1)‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 ckε
1/2||g2 − g1||C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞))

�s�����N¼A���@[�ø�¯����\x��¤�¥��ª�ª�Z�
‖Q̃σ (wϕ + g2)− Q̃σ (wϕ + g1) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 c||g2 − g1||C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞))||wϕ||C0,α(Iσ×[vε,+∞)) 6

6 ckε||g2 − g1||C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)).RQ��£��s�z£��s��£��ª�����K��¼A�_�

‖S(ϕ, g2)− S(ϕ, g1)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 ckε

1/2||g2 − g1||C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)).

ü����N¼��	º ��¼��§���s� �»�Z� �N��¤2�����m�ª�������N�´§2£Z���Z�!�H�N����	��N�Z¡ ���§��¼A���
‖S(ϕ2, g)− S(ϕ1, g)‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞) 6 ‖Lσ(wϕ2 − wϕ1)‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞))+

‖L̃ε(wϕ2 − wϕ1)‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) + ‖Q̃σ (wϕ2 + g)− Q̃σ (wϕ1 + g) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 c(ε1+µ/2+ε1/2+µ/2)‖ϕ2−ϕ1‖C2,α+c‖g‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞))‖ϕ2−ϕ1‖C2,α 6 cε1/2+µ/2‖ϕ2−ϕ1‖C2,α .

p æUÚ!ã�ó_Ú1é öBqg��q�öBqd {Qx � { B := {g ∈ C2,αµ (Iσ × [vε,+∞)) ; ||g||C2,α
µ

6 2ckε
3/2+µ/2}. � yo{Q|'xmyo{| t | w¹� |U{ v�uW�=v3���i� |�� S � {z�]|U{ ��v��Qt`� {�y v`~>v }´| � �<}o{]���´{ ���ot`� |ox g � | B.

÷ �!�



� ó_ã@ã�ä_q ü�¼���¥�¡ �Z�1�������H�ª��¤�¤"�É�N¼��	º»�H�N¼A����A�½ý ε ����£ ¼��s�N���Ê�N¤2�s�ª�@�Z������Îs¼@A�N¼��§�������ª�������s¡�¤"��¥*¾¥��ª��Î S �ª�4�¹£��s�!��¡N�s£Z�N�����É¤2�s¥�¥�����ÎHýR¡N��¤ �N¼��d	��s����&$�sý�¡���������� 2ckε3/2+µ/2 �ª� C2,αµ (Iσ×[vε,+∞])���������ª�N�N�Z�ªýP¯Uü�¼��ª�/���s�ª����£��s¤2�Z�/ýR¡N��¤%��¼��±�Z� �N��¤2�������sý1��¼��±����¡N¤ �sý S(ϕ, 0). ¨ �����N�ZÇ!�����!���½¢K��¼��s��Ä!����p��¼��>�1£ ¼oó������Z¡H�N¼����s¡N�Z¤Ê S ¼A�s�H�p�����ªÇ1�����*Å��Z�Ê¥�s����� v �ª����¼��ª�5	��s����¯
ü�¼��ª�x��¡NÎ���¤2�Z�!�Í¥�¡N�	�1�����Z�x��¤������ª¤��s���N��¡¶ý-�s£��Hº»¼���£´¼"�ª�Í£Z����� �»��� M1

[R¡N��� ¥>��£����ª���Z�ª¢ M2
\±�s���"¼A���

�����9	>�s�����A��¡ ¢�¯Éü�¼��ª�K�N��¡ ý-�s£Z�sU�������s�N���·	�¢ St,γ,ξ1,dt(ϕ), ���Z/£Z����� ���N���½���W	>�������A�s¡ ¢sU�8����¡¶���ª£��s�Î�¡N�s¥�¼z�	����¡���¼����s���1������� B2rε −Brε
º»¼���� �å¥��s¡��s¤�����¡N�ª¬����N�ª���8����Î��½�����@�ýR��¡ β = 0 	!¢

Ūt,1(r, θ) = −(1+γ) ln(2r)+rκ1 cos θ−
1 + γ

r
ξ1 cos θ+dt+H̄vε,ϕ(ln 2r, θ)+Vt(r, θ)

[�ø*¯ùú�ú�\
�s�����ýR��¡ α = 0, 	!¢
Ūt,2(r, θ) = −(1+γ) ln(2r)−rκ2 sin θ−

1 + γ

r
ξ2 sin θ+dt+H̄vε,ϕ(ln 2r, θ)+Vt(r, θ).

[�ø*¯ùú���\
ü�¼���	>�������A�s¡ ¢K�sý*��¼��Í�N��¡ ý-�s£Z�ÿ£Z��¡N¡ ��� ¥>���������N� rε = 1

2
√
ε
. ü�¼��ÍýR����£Z�N����� Vt ���Z¥>�������0���������ª������¡N�½¢��� ε, φ. ²³�H���_�����f�A��� ‖Vt(ε, φi)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε �s���

‖V̄t(ε, φ)(rε·, ·)− V̄t(ε, φ
′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε1/2‖φ− φ′‖C2,α . [�ø�¯ûú���\

ü�¼��ª�»���¶����¤2���N�mýR���ª���	º»�xýR¡N��¤
‖V̄t(ε, φ)(rε·, ·)− V̄t(ε, φ

′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 eµvε‖S(φ, V̄t)− S(φ′, V̄t)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞))

�s�����N¼��§���¶����¤2���N�=[�ø*¯ùú�ø�\ ¯
ø.ò0� ùêú 2 7 ök8�) ú P3-"6 /$û�ýÝö@N!) ú + 4!ök8�ö
²À����¼��ª���N��£����ª����ºx��� ¼A�s�ª�@£���¤�¥��ª�Z�N�m��¼��§¥�¡ �1�sý4��ý0�N¼�����¡ ��¤��Hø�¯ ÷ ¯ ÷ Aø�¯ ÷ ¯ù�p�����Êø�¯ ÷ ¯ûø*¯

~�69Þ�6:5 abT!Lz|PD�B?B7j$BhjËUCT!LWB.D�LNM ~�6:576_
ü�¼��K¥�¡N�1�sý��sýU��¼��Z��¡N�Z¤ ø�¯ ÷ ¯ù�É�����s¡ ���ª£����©���N���8���8�Àºx�D����� �N����£���¥A��¡ ���3T��N¼��K¥�¡ �*��ý0��ý���¼��K��Å*���¶������£��
�sý���¼��Ký-�s¤���� ¢ K1

�s���z�sý0�N¼��§��Å*���¶���Z��£����sý0�N¼��Ký-�s¤���� ¢ K2.

RQ��� ���s¡ ��¥�¡ �'�1����Î]��¼��x��Å*���¶������£����sýA��¼��xý-�s¤���� ¢ K2.
ü�¼���¥�¡ �1�sý����M	��s�N�Z�D���p�s�p�s�A�s�½¢!����£��s�!Î���������Î

¥�¡ �1£�������¡N��¯ ü�¼��"�N��¡ ý-��£��Z�����Gý-�s¤2�ª�½¢ K2
��¡N�2� ¢1¤�¤2����¡N�ª£Dº»�ª��¼$¡ ��� ¥�Z£Z���N�Ê��¼��2���Z¡ �N��£����Í¥��©�s���

{x2 = 0}. �*����������ý>��¼����N��¡ ý-�s£Z���Í�ª�!���s�ª���Z�D������¼���ýR���ª�ª�'º»�ª��Î¹¥�¡N�1��ý¤���� �����_� �	¢��N¼������s¤���¤���¡N¡ ��¡� ¢1¤�¤2����¡¶¢�¥�¡ ��¥>��¡¶�P¢s¯MRQ��º»�ª���*� ¼��'º�¼��'º+���KÎ��������K£Z��¤2¥��s£Z��¥��ª��£�����ý�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�
÷ ��ø



�À¢*¥>�»�N��¡¶ý-�s£���º»�ª��¼
	>�����Í£����N�������ª�A�s���Z�����N�§�Àºx��¼A���ª�����±��ý��¼���#�� µ�� Å���¤2¥��ª� M̃σ,α,0
�s�ª����Îm��¼��

��¥�¥>�Z¡x�s���2���'ºÿ��¡]	>�������A�s¡N�ª���ÿ���������å��¼��s¡N��¬Z�����´�s��¥>��¡ ���1���ª£ª ��_�x�s���1���ª���±º»�½��¼"�§¡N�Z¤2�	�����2���ª�NÄ
�s�ª����Î���¼��§¤�����������	�s�����A��¡ ¢�¯±«¹�ª�@�sý���¼��§�N��¡ ý-�s£Z����� ��� �H¤��������ª��������¼��	���§�N¼��§����� ��¡ ���Ê¥�¡N��¥>�Z¡ �À¢
�sý±�¶¢1¤2¤��Z�N¡ ¢ ���]ºx���ª�4�s�]��¼���� ��¡ ý-�s£Z���m��	����s�����Z��	�¢z��¼��Z¤ 	�¢ �"�N�ª��Î�¼��]¥�Z¡ �N��¡�	A�_�����s�@¯�RQ�åº»���ª�
¡N�Z£��s�ª�B	>���ª�'ºS�N¼��§����£Z��� ���s¡ ¢�¡N��� ���ª�N��ºx��¥�¡N�'���Z�Ê����¥�¡N�Z�1�ª�����»�N�Z£Z�N�������Z¯
®]� ����Î[��¼��G¡ ��� ���ª�z�sýÉ� ��£Z�N�����Sø�¯��*]ºx�G£��s�%��	��´�����%� ¤2�ª���ª¤2���¹�N��¡ ý-�s£Z�G�N¼A���z�ª�z� ¥>��¡¶����¡�	A�_¾
���ª�����sý§¼��s�ªým��¼��a#�� µ � Å��s¤�¥���� M̃σ,α,0

�s���k���"�s� ¢1¤�¥���������£z�N�\�ª��¯ ü�¼��ª�8� ��¡ ý-��£��s»�����������Z�	!¢ St,λt,ξt,dt(ϕt), £��s�^	>�å¥A��¡��s¤��Z�N��¡N�ª¬��Z�Ê�	����¡»��¼��å�s���!���©��¡»�����ªÎ�¼�	>�s��¡N¼��1�1� B2rε − Brε ,
��ý��ª�N�	>�������A�s¡ ¢�������¼��K���Z¡ ���ª£��s�@Î�¡N�s¥�¼z��ýª[-� ���;[-ø�¯ûú�ú�\�\

Ūt(r, θ) = −(1 + λt) ln(2r) + rκt cos θ −
(1 + λt)

r
ξt cos θ + dt + H̄vε,ϕt(ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε).

ü�¼��ª�4�N��¡¶ý-�s£��ÿº»�����	>�xÎ��ª�����å���]��¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�4��Å��s¤�¥��ª����������Î]�½���0��¥�¥>�Z¡,	>�������A�s¡ ¢s¯
ü�¼��]�N��¡¶ý-�s£��H�N¼A���Íº»�ª���o	>�HÎ������Z�"�s�ª����Î§�N¼��]�ª�'ºx�Z¡�	>�������A�s¡ ¢s*���Z���s���Z��	�¢ Sb,λb,ξb,db(ϕb), £��s�;	>�¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡N�ª¬��Z�z�ª����¼����s���1���ª��� B2rε −Brε ,

�s���N¼��K����¡¶����£��s�@Î�¡��s¥�¼z�sý

Ūb(r, θ) = (1 + λb) ln(2r) + rκb cos θ −
(1 + λb)

r
ξb cos θ + db + H̄vε,ϕb(ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε).

RQ�É¡ ��¤2�s¡NÄ8�N¼A���H��¼���ýR����£Z���ª����� ϕt, ϕb ∈ C2,α(S1) �s¡ �å�Z���Z�C�s�����s¡ ��¼���Î������s�U�ª�z��¼�� L2 ¾À� ����� �
���p��¼���£Z�����¶�´�s���HýR����£Z�N�����z�s�����N� θ → cos θ.

®]� ����ÎQ��¼�� ¡N��� ���ª�"�sýK�N��£����ª���Tø�¯û�*�ºx� £��s�k£Z����� �N¡N��£����$¤��ª���ª¤2���»Îs¡��s¥�¼ Sm(ϕm) £Z����� �Ê�N�[�¼���¡ ��¬Z���!���s�1¥>��¡N�ª�1����£� ������s���!��������¯4²³��£��s�9	>��¥��s¡��s¤��Z�N��¡ ��¬Z���@s���É��¼��������ªÎ�¼�	>����¡N¼��1�1� B2rε−Brε�sý0�ª�N�ª	>�������A��¡ ¢���s���N¼��K����¡¶����£��s�@Î�¡���¥�¼z�sý
Ūm(r, θ) = H̃rε,ϕm(r, θ) +OC2,α

b
(ε),

º»¼��Z¡N� H̃rε,ϕm
�ª�m�N¼��D¼��s¡N¤������ª£É��Å1���Z���N�ª���G�sý ϕm ∈ C2,α(S1) º»¼��ª£ ¼C���K�s�C�������GýR����£Z�N�����}��¡¶¾��¼���Î����A���@�����N¼�� L2 ¾À� ����� ���N�D�N¼��§£������ �´���!�»ýR����£������s�@¯

ü�¼A�s��Ä1�±���K��¼��»¡N�Z�N���½�Í�sý�N��£����ª���2ø�¯����ºx�»£��s��£��s��� �N¡N��£����K¤2�ª���ª¤2����� ��¡ ý-��£�� M̄T
k,ε(ε/2,Ψ), º»�ª�N¼

Ψ = (ψt, ψb, ψm),
º»¼���£´¼"���Í£Z����� �H�N���§��¡ ����£������Z�8Î��Z�1��� k ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�ÿ� ��¡ ý-�s£Z�m�����¼A�s�H�N¼�¡N�Z�>	>�������A�s¡ ���Z��¯»ü�¼���ýR����£������s��� ψt, ψb, ψm ∈ C2,α(S1) �s¡N���Z���Z�@¯¹�Ê��¡N�Z�'���Z¡ ψt, ψb �s¡N�

L2 ¾À�s¡ ��¼���Î����A���ÿ�N�}��¼���£Z�����¶�´�s���DýR����£������s�+�s���[��� θ → cos θ �s��� ψm ���p�s¡ ��¼���Î������s�ÿ���}��¼��£��s��� ���s�!�»ýR����£����ª���@¯
ü�¼��å� ��¡ ý-�s£Z� M̄T

k,ε(ε/2,Ψ) ���Z�£Z����� �§���2�½���»��¥�¥>�Z¡¹�s���Ê�ª�'ºx�Z¡%	>�������A�s¡¶¢��p����¡ �N��£��s�UÎ�¡N�s¥�¼Ê�	����¡��¼��å�����1���ª��� Brε −Brε/2,
º»¼���� ��¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��_���ª�s�����Z�¡N��� ¥>��£����ª���Z�ª¢s�Î��½�����'	�¢

Ut(r, θ) = σt − ln(2r)− ε

2
r cos θ +Hψt(sε − ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε),

÷ ���



Ub(r, θ) = −σb + ln(2r)− ε

2
r cos θ +Hψb(sε − ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε),

º»¼��Z¡N� sε = −1
2
ln ε. VH���s¡�	!¢}��¼��2¤��ª�����ª�
	>�s�����A�s¡¶¢C�N¼��2� ��¡ ý-�s£Z�2����������¡¶����£��s�±Î�¡N�s¥�¼Gº»¼��s�N�¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s���ª�

Um(r, θ) = H̃ρε,ψm

(
1

r
, θ

)
+OC2,α

b
(ε).

ü�¼��ÉýR����£Z�N������� OC2,α
b

(ε) ¡N�Z¥��©��£��å�N¼��åýR����£Z�N������� Vt, Vb, Vm, V̄t, V̄b, V̄m ��¼A�_�K�s¥�¥>���s¡m���]�N¼��É������sýH� ��£������s���Dø�¯û�*±ø�¯��C�s���+ø*¯��*¯Cü�¼���¢[����¥>�Z���+�������ª�������s¡ �ª¢C���\��¼��8���ªþ��¡ �����p¥A�s¡N�s¤2�����Z¡N�p�s���	>�������A�s¡ ¢}�A������ýR����£����ª������	����§��¼���¢G�s¡ �
	>���������Z�»	�¢G��£Z�����¶�´�s�������ª¤2�Z� ε ��� C2,α
b
�N��¥>���ª��Îs¢s

º»¼��Z¡N��¥A�s¡ �N�©�s�1���Z¡N�½�������½��������¡N�x�´��Äs���pº»�½��¼p¡ ���N¥>�Z£Z�±�N�m��¼������Z£Z���s¡,�A���ª��� r∂r �s��� ∂θ. RQ�»�s� �N��¤����¼����»�N¼��§¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡N�»�s������¼��$	>�s�����A�s¡¶¢8ýR����£������s���H��¡N�§£´¼���� ���Ê�N�D��¼����
|λt|+ |λb|+ |−λt ln

(
ε−1/2

)
+ηt|+ |λb ln

(
ε−1/2

)
+ηb|+ε−1/2/2|κt+ε/2|+ε−1/2/2|κb+ε/2|+[�ø�¯ûús��\

2ε1/2(|(1 + λt)ξt|+ |(1 + λb)ξb|) + ‖ϕt‖C2,α(S1) + ‖ϕb‖C2,α(S1) + ‖ϕm‖C2,α(S1)+

+‖ψt‖C2,α(S1) + ‖ψb‖C2,α(S1) + ‖ψm‖C2,α(S1) 6 kε,
º»¼��Z¡N� ηt = dt−σt, ηb = db+σb.

º»¼���¡ ����¼���£������¶�´�s��� k > 0 ���M��Å*�Z���©�s¡ Î��x�����s��Î�¼@¯4²³�±¡ ��¤2�s����������N¼��	ºT�N¼A�����ýR��¡Í�s��� ε �N¤2�s������������Î�¼@1�ª�±���±¥�s�N�N�n	��������å£´¼��1�s�N�H��¼��H¥A�s¡N�s¤��Z���Z¡N�ÿ�s���;	>�������A�s¡¶¢ýR����£����ª�����»�ª���N��£ ¼ �pºx�	¢8��¼�������¼��§�N��¡ ý-�s£Z�
St,λt,ξt,dt(ϕt) ∪ Sb,λb,ξb,db(ϕb) ∪ Sm(ϕm) ∪MT

k (ε/2,Ψ)

���m� C1 � ��¡ ý-�s£Z�D��£�¡N�s�N�m�N¼��J	>�������A�s¡N�ª���m��ý±��¼������ªþ��¡ �����K�N��¤2¤2�s������¯§µH�ZÎ������s¡N�½�P¢���¼�����¡¶¢Êº»���ª�
��¼����D�Z���N��¡N����¼A���4�N¼����4�N��¡ ý-�s£Z�����4�ª�Éý-�s£Z���N¤��1�s�N¼D�����9	!¢É£Z�����¶��¡N��£Z���ª���p�½��¼A�����N¼�������� ��¡ ���p¥�¡N��¥1¾
��¡¶���ª����¯�ü�¼��ª�mº»�ª���U��¼��Z¡N��ýR��¡N�p£Z��¤�¥��������å��¼���¥�¡N�1�sýÍ��ý±��¼�����Å*���¶������£��D�sý±�N¼���ý-�s¤���� ¢z�sýÍ� Å���¤2¥��ª���
���Z���s���Z�^	!¢ K1

¯
²³�H�ª������£Z���N�N�s¡ ¢��N�DýR���n�A�ª���¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp�¶¢*�¶���Z¤h�sý0��Ç!�A�_�����s���





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

��� S1. ü�¼����A¡ � �»��¼�¡N���§��Ç!�A�_�����s���»�����s�����p��¼��§�¶¢*�¶���Z¤




−λt ln (2rε) + ηt −
(
(1 + λt)

ξt
rε

)
cos θ + rε(κt +

ε
2
) cos θ + ϕt − ψt = OC2,α

b
(ε)

λb ln (2rε) + ηb −
(
(1 + λb)

ξb
rε

)
cos θ + rε(κb +

ε
2
) cos θ + ϕb − ψb = OC2,α

b
(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε).

[�ø�¯ûú���\

÷ �!ú



ü�¼������s� ����¼�¡ ���§��Ç!�A���N��������Î��ª���m��¼����¶¢1� ���Z¤




−λt +
(
(1 + λt)

ξt
rε

)
cos θ + rε(κt +

ε
2
) cos θ + ∂∗θ (ϕt + ψt) = OC1,α

b
(ε)

λb +
(
(1 + λb)

ξb
rε

)
cos θ + rε(κb +

ε
2
) cos θ + ∂∗θ (ϕb + ψb) = OC1,α

b
(ε)

∂∗θ (ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε).

[�ø�¯�����\

¸]�Z¡N� ∂∗θ ���Z���s���Z�»��¼��§��¥>�Z¡����N��¡�º»¼���£´¼Ê�s�N� �1£��������Z�»�N� φ =
∑

i>1 φi cos(iθ)
��¼��KýR����£Z�N����� ∂∗θφ =∑

i>1 iφi cos(iθ).
ü��z��	��´�s�ª����¼����m� ¢1� �N��¤ ºx�D�s¥�¥��ª���Z����¼��p¡N�Z�N���½���K�sýÿ�ª��¤�¤"�"ø�¯���¯����s���Gø�¯���¯��*¯

ü�¼��DýR����£����ª����� OCl,α(ε)
���}��¼��2��	>�	������Å*¥A�����N�ª����������¥>�Z���$���������������s¡ �ª¢Ê���C��¼������ªþ��¡N�Z�!��¥��_¾

¡���¤2������¡ �±�s���
	>���������s¡ ¢��A�����mýR����£������s���h	�������¼��Z¢D��¡N�ª	>�����������=	!¢p�K£������ �´���!�±�N��¤���� ε ��� C l,α

���s¥>������Î�¢�¯4ü�¼��¹¥�¡N�_� ��£����ª���2�sý@�N¼��%�A¡N�¶�x�Àºx�É�ZÇ1�������ª�����ÿ�sý@���s£´¼8� ¢1�¶����¤ �'���Z¡ÿ�N¼�� L2 ¾À��¡¶��¼��sÎ����A�s�
£��s¤2¥��ª��¤��������sý Span{1, cos θ} ��������¼��§¡ ��¤2�s�����ª��ÎÉ�Àºx����Ç!�A�_�����s���»Î��½��������¼��§� ¢1� �N��¤





ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε)

ϕb − ψb = OC2,α
b

(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε)

∂∗θϕt + ∂∗θψt = OC1,α
b

(ε)

∂∗θϕb + ∂∗θψb = OC1,α
b

(ε)

∂∗θϕm + ∂∗θψm = OC1,α
b

(ε).

[�ø�¯�� ÷ \

� Ú*é$é$ÜQö¶q&%Bq-Öoq.� yo{ tj� { u�v x t`u h � {z�]|U{ ��� ¤
C2,α(S1)→ C1,α(S1)

ϕ→ ∂∗θϕv�� x � |�� t | � }´| � x �Ht | ~ xzy v x v�u { t`u xmy t � t | v�w x t xmyo{ ��t | ~ x v |ox � }´| � x �Ht | � |·xzyo{ L2 ® ~ {Q| ~ { v | �'v�u {{ � {Q|�¯ �D~�� | � { u x ���<w { ¦
� ó_ã@ã�ä}X
È�¼yÉ�[lq RQ�§��	�� ��¡ ���§��¼����H�½ý�ºx�§����£Z��¤�¥>���N� ϕ =

∑
j>1 ϕj cos(jθ),

�N¼����

h(ϕ) =
∑

j>1

jϕj cos(jθ),

���H£Z�����s¡N�½¢��ª�!���Z¡ ���n	����KýR¡ ��¤ H1(S1) ������� L2(S1). V]�	ºñ���ª���ª¥��N�ª£§¡ ��Î����©�s¡ �ª�À¢8�N¼�����¡¶¢z��¤�¥��ª�ª�Z�»�N¼A�����¼��������»�s�ª�N�p�N¼��§£��s� �§º»¼��Z�Ê�N¼������s¥>��¡��_����¡��������Q�A���Z�b	>���Pºx�Z����¸�ß�������¡��N¥��s£��Z��¯
®]� ����Îp��¼�����¡N�Z�N���½�����¼��§� ¢1�¶����¤¬[�ø�¯�� ÷ \x£��s�'	>�§¡N��º»¡N�½�N���Z�Ê�s�

(ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm) = OC2,α(ε). [�ø*¯�����\
µ»��£������U�N¼A���]��¼��É¡ ��Î�¼��¹¼��s�����N�ª���É���Z¥>�������K�������ª�������s¡N�½¢���� ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm �����}�s��� �"�����¼��]¥A��¡��s¤��Z�N��¡N� λt, λb, ηt, ηb, ξt, ξb, κt, κb. RQ�H���1��Ä����Í�N¼����±��Ç!�A�_�����s�"�s�ÿ����Å*���"¥>�������Í¥�¡N��	����Z¤

÷ ���



�s������Å k ���s¡NÎs�m�Z������Îs¼@¯±ü�¼A����Ä!�»�N�D�Z� ���ª¤"�_���Z�$[-ø�¯ûú���\ ¶[�ø�¯û��\ D[�ø�¯ ø�\ C[-ø�¯û�s��\x�����I[�ø*¯ù� ÷ \ �ºÿ�§£��s���� �K�$��Å*����¥>���ª�!�Í��¼��Z��¡N�Z¤ÓýR��¡ÿ£��s�!��¡N�s£Z�N����Îå¤"��¥�¥�����Î��Í���2�N¼���	A�s�ª�>��ýU¡N�s���ª��� kε �ª� (C2,α(S1))6���K��	����s���@�ýR��¡��s��� ε �N¤2�s�ª�*�����s��Î�¼@!�K�N���ª�����ª��� (ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm) �sý5[-ø�¯�����\ ¯4ü�¼��ª�±� ���ª�����ª���	>���ª��Î§��	��´�s�ª�����D�W��Å*����¥>��������ýR��¡�£�������¡���£Z�N�����p¤2�s¥�¥��ª��Î§�����D�N¼���¡N��Îs¼!��¼��s����� ��������ý%[-ø�¯�����\S	>��¾
����Î§£��������ª�1���s����º»�ª�N¼�¡N�Z�N¥>��£��ÿ�����s�ª���A�_�´���ºx�H�N�Z�»��¼A������¼��ª�h�*Å��Z�"¥>�s���!� (ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm)���Z¥>�������§£��������ª�1�������N�ª¢�[��s���}����ý-�s£��K�N¤��1�s��¼��½¢�\]�s�}��¼��p¥A�s¡���¤2������¡ � λt, λb, ηt, ηb, ξt, ξb, κt, κb.²À��� ��¡ �N����ÎÊ�N¼���ýR�����������\� �������N�����G�ª�!�N��[�ø�¯ûú���\§�s����[�ø*¯�����\ 0ºx�2�N���2�N¼A���å�ª��¡N��¤2�s�ª���§���Ê�N�s�ª���"�
� ¢1�¶����¤ �sý���¼��KýR��¡ ¤





−λt ln(2rε) + ηt +
(
−(1 + λt)

ξt
rε
+ rε(κt +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε),

λb ln(2rε) + ηb +
(
−(1 + λb)

ξb
rε
+ rε(κb +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε),

−λt +
(
(1 + λt)

ξt
rε
+ rε(κt +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε),

λb +
(
(1 + λb)

ξb
rε
+ rε(κb +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε).

[�ø�¯���ø�\

º»¼��Z¡N�K�N¼����ÿ���ª¤2��1��¼��K¡N�ªÎ�¼���¼A�s�����N�ª�����������ª¢2����¥>�����z�������ª�������s¡N�½¢��s� λt, λb, ηt, ηb, ξt, ξb, κt, κb.ü�¼��Z¡N�p�s¡ �É���ªÎ�¼!�¹�ZÇ!�A�����ª�����]�N¼A���m�s¡N�å��	��´�������Z��	�¢Ê¥�¡N�_� �Z£Z���ª��Î2��¼����]� ¢1� �N��¤ �'����¡]�N¼��É£������¶�´�s���
ýR����£����ª���z�s������¼��KýR����£Z�N����� θ → cos θ. ²³ý0ºx��� �Z�

(η̄t, η̄b) = (−λt ln(2rε) + ηt, λb ln(2rε) + ηb),

(ξ̄t, ξ̄b) = r−1
ε ((1 + λt)ξt, (1 + λb)ξb), (κ̄t, κ̄b) = rε(κt, κb),

��¼���¥�¡N�Z�1�ª�����»� ¢1� �N��¤ £��s�'	>�§¡N��º»¡N�½�N���Z�Ê�s�
(λt, λb, ξ̄t, ξ̄b, η̄t, η̄b, κ̄t, κ̄b) = O(ε). [-ø�¯����\

ü�¼��ª�±�N��¤��s�¥�¡N�	�*�ª����� k ¼A�s��	>�Z���=��Å*���"���s¡NÎ�����������Î�¼@!ºÿ�H£��s�2���N� · ��¡���¢�¾f�*£´¼oós������¡]��Å*���"¥>���ª�!���¼�����¡ ��¤ �ª����¼��J	A�s���0�sýÍ¡N�s������� kε �ª� R8 �����N���½���'[-ø�¯����\ �ýR��¡K����� ε � ¤"��������������Î�¼@¯åü�¼����m¥�¡N��¾�1�����Z�å�z�N���É��ý�¥A��¡��s¤��Z�N��¡ �å�s���Q�z�N���É��ýd	>�������A�s¡¶¢C�A���´���N��£ ¼Q�N¼A���;[�ø�¯ûú���\m�s���Õ[-ø�¯��s��\m¼��s���@¯
¿�Ç!���ª�_�s���Z�!���½¢8ºx�å¼A�����å¥�¡ �'���Z� �N¼��å� Å*��� �N����£Z�É�sý��D�N���ª�����ª���z��ý�� ¢1� �N��¤��9[�ø*¯ùú���\��s����[�ø�¯�����\´¯5�*�
��¼���¥�¡N�1�sý0�sý���¼��k�A¡ � �H¥A�s¡¶�H�sý���¼�����¡ ��¤ ø�¯ ÷ ¯ù���ª��£���¤�¥���������¯
ü�¼��H¥�¡N�1��ý��sý�N¼��H� ��£��s���"¥A�s¡¶�Í�sý��¼�����¡ ��¤ ø�¯ ÷ ¯ù�K���N���±��¼��»���s¤��H�s¡NÎs��¤����!�N�±�N�Z���8��	>�	���s¯]�*�§ºx�
º»���ª�U�s¤2�½�H¤2�s� �]�sý���¼��É���Z���s�ª����¯%Ôm��¡¹�s��¤ ���]� ¼��'º»�ª��Î2��¼��É��Å*�ª� ���Z��£�����ý���¼���ý-�s¤2�ª�½¢���ý��N��¡¶ý-�s£��Z�
���Z���s���Z�b	!¢ K1.

ü�¼��å� ��¡ ý-��£����]�ª����¼��§ý-��¤2�ª�½¢ K1
��¡N���¶¢1¤2¤��Z�N¡N��£mº»�ª�N¼Ê¡ ��� ¥>��£Z�]���D�N¼��§����¡ �N��£��s�

¥����s��� {x1 = 0}. ²³�����ÿ��¤�¥>��¡ ���s�!�Í�N����	��N�Z¡ ���m�N¼A�����ª�"��¼��m¥�¡N�1��ýP1��¼��W#å�Êµ%��Å��s¤�¥����Hº»¼���£´¼8ºx������s�0º»�ª�N¼@@�ª�¹��	��´�������Z�a	�¢ �N���ªÎ�¼!�¹¥>�Z¡ ����¡�	A���N�������sý M̃σ,0,β.
ü�¼��p� ¢1¤2¤��Z�N¡ ¢Ê¥�¡N��¥>�Z¡ ���ª���m��ý±��¼��ª�

�N��¡ ý-�s£Z�p���ªþ��¡�	�¢Ê��¼��������Z�K�sý±�N¼����N��¡¶ý-�s£��p£Z����� �É��� M̃σ,α,0
���������ª���Z�}�ª� ��¼���Î���������Î"¥�¡N�1£��Z����¡ �

���Z�N£�¡ �D	>�Z�%��	>�'����¯ñ²À�T¥A�s¡¶����£Z�����s¡ M̃σ,0,β
���"� ¢1¤�¤��Z��¡ ��£zº»�ª�N¼T¡ ���N¥>�Z£Z�����$��¼�� ����¡ �N��£��s�]¥��©�s���

{x1 = 0}. R$� ¡N��£��s���»��¼A�_�"��¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�"�À¢*¥>���N��¡ ý-�s£Z�}�ª�!���s�ª�����k�ª���N¼��b�A¡ � �Î��ª������Î2¥�¡ �1£��Z����¡N�����_� �	¢1�§�"¤2�ª¡N¡ ��¡H� ¢1¤�¤��Z��¡¶¢zº»�ª��¼�¡ ��� ¥>��£Z�K�N�"��¼��É���Z¡ �N��£����0¥��©����� {x2 = 0}.
÷ ��



ü�¼��Z�k�ª���ª�������"�s¥�¥�¡ ��¥�¡N�������8ýR��¡D�N¼��ÊÎ��ª������Î}º»�ª��¼Y�»#�� µ ��Å��s¤�¥������sý¹��¼��z�À¢*¥>�Ê���Z�N£Z¡N�D	>�Z�
��	>�	���s¯�ü��å��	��´�����D��¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�Í�À¢1¥>�]�N��¡¶ý-�s£��Hºx�]����������½�Í���±�N��§�£��ª�����ÿ���å¡ �s�´���N�
£��s���!�N��¡N£Z���1£´Ä�º»��� �]	!¢ π/2 º»�½��¼K¡N�Z�N¥>��£�����¼�������¡ �N��£��s���'Å��ª� x3 �N¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ¤"�s�1¾¶�Ê�Z��Ä!�/�N��¡¶ý-�s£��º»�ª�N¼@	>������£������Z�����ª�A�s�!�Z�����0����� £�¡N�n	>�����ª�å�N�Z£Z�N������ø*¯���¯0ü�¼��x� ��¡ ý-��£��ÿ��	����s�����Z�å���§��¼��ª�Uº��	¢§���_� �	¢*�
��¼��¹¤���¡ ¡N��¡�� ¢1¤�¤2����¡ ¢pº»�ª�N¼"¡N�Z�N¥>��£���������¼��H����¡¶����£��s�>¥��©�s��� {x1 = 0}. ²À�2��¼��]¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬������ª�s����sý���¼��H�N��¥"�s���;	>�s� ����¤~�������ÿ�N¼��]£Z���N�ª�1���ÍýR����£Z���ª���2���Í¡ ��¥����s£Z���;	!¢p��¼��]� ���1���ÍýR����£������s�@!�N¼A���ÿ���3T

Ut(r, θ) = σt − ln(2r)− ε

2
r sin θ +Hψt(sε − ln(2r), θ) +OC2,α

b
(ε),

Ub(r, θ) = −σb + ln(2r)− ε

2
r sin θ +Hψb(sε − ln(2r), θ) +OC2,α

b
(ε),

º»¼��Z¡N� sε = −1
2
ln ε �s��� (r, θ) ∈ Brε −Brε/2.

«¹��ýR�s¡x�N¼��m¥��©���A�s¡x¤��ª�����ª�]�����@*��¼��¹ýR��¡N¤ ��ý��ª�N�
¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬������ª�s�2¡N�Z¤"�������ÿ����£ ¼��s��Î��Z�@¯hR$�¹¡N��ýR��¡x�N�É��¼����A¡ � ��¥��s¡ ����ý/��¼��¹¥�¡N�1��ý/ýR��¡ÿ�ª���ÿ� Å�¥�¡N���P¾
�N�ª���@¯�«]���s��¼���¡x��¤�¥>��¡ ���s���ÿ¡N�Z¤"��¡NÄp�N������*£Z����£Z��¡N������¼��¹¥�¡ ��¥>��¡¶���ª���x�sý@��¼��mÁ¹�ª¡N��£´¼��ª�Z�O	>�������A�s¡¶¢
�A����� ψt, ψb, ψm. ²³ý�	>��ýR��¡N�É�½�]º��s�¹¡N�ZÇ1����� �N���}��¼A���]��¼���¢Êºx�Z¡N���������}ýR����£Z�N�������¹�s������¡ �N¼���Î��s�A�s�[-�s���ª¢ ψt, ψb \�������¼��å£Z�����¶�´�s���¹ýR����£Z�N����� �s���z��� θ → cos θ ���2¥�¡N�Z�N�Z¡ ���É�N¼��å¤2�ª¡N¡N�s¡�� ¢1¤2¤��Z�N¡ ¢¥�¡ ��¥>��¡¶�P¢}º»�ª�N¼Q¡N�Z�N¥>��£��É���z�N¼��D����¡ �N��£��s�±¥����s��� {x1 = 0}, ���'ºÓ�s��£Z�����N�ZÇ!������£��8�sýx�N¼��"��	>�'�����	�� ��¡¶�������ª�����¹��¼���¢�¤���� �k	>�p�1���}ýR����£����ª�����K�s��� ψt, ψb ¤p��� �k	>�p��¡¶��¼���Îs���A�s���N�8��¼���£������¶�´�s���ýR����£����ª�����s���"��� θ → sin θ. ²³���ª�x£������s¡ÿ�N¼A�����s�ª����¼��m¡ ���N���ª���x�N¼��	ºx�������"�N�Z£Z���ª����ø�¯���£��s�!���ª�1���]���¼����ª�@¯
V]�	ºXºx�¹Î��ª���H��¼��m� Å�¥�¡N��� �N���s�����sý@��¼��¹¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��_���ª�s���Í�sý/�N¼��m� ��¡ ý-��£�� St,λt,ξt,dt(ϕt), ��¼��¹¤2�ª�*¾��¤2�s���N��¡¶ý-�s£�����	��´�������Z�^	�¢�¥>��¡ �N��¡�	������ª����ýR¡N��¤ �N¼��>#�� µW��Å��s¤�¥��ª� M̃σ,0,β

�s��� �s� ¢1¤�¥���������£m���
�ª��¯2ü�¼������N��¡¶ý-�s£Z�2£��s�I	>�2¥A��¡��s¤��Z�N��¡N�ª¬��Z�Q���C�N¼��2������Îs¼�	>����¡ ¼��1�1� B2rε − Brε ,

�s�§��¼��D����¡¶����£��s�
Î�¡N�s¥�¼z��ý
Ūt = −(1 + λt) ln(2r) + rκt sin θ −

(1 + λt)

r
ξt sin θ + dt + H̄vε,ϕt(ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε).

ü�¼��2¥A��¡��s¤��Z�N¡N��¬����N�ª���C��ýx��¼����N��¡ ý-�s£Z����¼A�_��ºx�Dº»���ª��Îs�����p������¼�� ¨ ���¶�´�_¾À¸]�sþ¤2�s�*¾¶�z����Ä!�§�À¢*¥>�
�N��¡ ý-�s£Z�å�s�ª����Îp�ª�N�����	ºx��¡ª	>�������A�s¡¶¢��ª��Î��ª�s���'	�¢

Ūb(r, θ) = (1 + λb) ln(2r)− ξb
(1 + λb)

r
sin θ + db + H̄vε,ϕb(ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε),

º»¼��Z¡N� (r, θ) ∈ B2rε −Brε .

ü��8¥�¡ �'���å��¼��å��¼�����¡ ��¤ �½�]���]���Z£��Z�N���s¡¶¢ �N�"�N¼��	ºñ�N¼��É��Å*�ª� ���Z��£����sý±�2� �������N�����z�sý���¼���ýR�����ª�	º»�ª��Î
� ¢1�¶����¤ �sý0��Ç!�A���N�������





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

÷ ���



��� S1, �������Z¡���¼��"���N�N��¤2¥��N������[-ø�¯ûús��\¹ýR�s¡§�N¼���¥A�s¡N�s¤2�����Z¡N�å�����G��¼��=	>�������A�s¡¶¢}ýR����£Z�N��������¯"²³����]£��ª����¡]��¼����¹�N¼���¥�¡N�1�sý��sý���¼��É��Å*�ª� ���Z��£Z�p�sýÍ�"� �������N�����Ê�sý���¼��ª�¹� ¢1�¶����¤ ����	A�s�N�Z�}��� ��¼��É���s¤��
�s¡ Î���¤��������2� ���Z��	>��ýR��¡N��¯�RQ� ¡ ��¤2�s¡NÄ\�N¼A������¼��Ê¡ ������¥����	¢����¨	>�ZýR��¡ �b	�¢ ��¼��ÊýR����£Z�N������� θ →
cos(iθ), ���'ºS�ª��¥��©��¢����"	!¢"�N¼��mýR����£����ª����� θ → sin(iθ). ü�¼A���»£Z��¤�¥��������Z���N¼��K¥�¡ �1�sý��sýU��¼��Z��¡N�Z¤ø�¯ ÷ ¯û�*¯
~�69Þ�6`_ abT!Lz|PD�B?B7j$BhjËUCT!LWB.D�LNM ~�6:57605
ü�� ¥�¡N�1��ý���¼�����¼��Z��¡N�Z¤ ø*¯ ÷ ¯ ÷ ºx��º»�����HÎ������}�\£��s¤2¥A��£Z��¥����Z£��}�sý§��¼��C� ��¡ ý-��£�� MT

k (ξ),
º»�ª��¼

ξ = 0, ���Z�N£�¡ �D	>�Z� �ª�$�N�Z£Z���ª���[ø�¯�� �N� �Àºx��¼A�s�½�����É�sý»�a�*£´¼��Z¡NÄG�À¢*¥>�"�N��¡¶ý-�s£�����������ÎÊ�N¼��"��¥�¥>��¡�s���8�ª�'ºÿ��¡O	>���������s¡ ¢"�s���"�����É¼��s¡N��¬Z���!���s��¥>��¡ ���1���ª£% ��_���s���1���ª�����s�ª����Î���¼��¹¤2�ª�����ª�%	>�������A�s¡ ¢s¯
ü�¼��}£��s��� �N¡N��£������s�X��ý§��¼��Z�N�}�N��¡¶ý-�s£��Z�����"�N¼��'ºx�Z�%���k�N�Z£Z�N�����Xø�¯û�*¯ñ²À�X¥A�s¡¶���ª£������s¡�ºx�}� ¼��'ºÿ���
��¼��"� Å��ª� �N����£Z�8�sý»�Ê¤�������¤��s��Î�¡N�s¥�¼$£��ª���N���N� ¼A���ªý����*£´¼��Z¡NÄC�P¢1¥>�"� Å���¤2¥��ª�Dº»¼����N�"��������¼��	���
�s�¶¢*¤�¥��N�s���ª£]����¡ ��£Z�N�������xÎs�ª������	�¢ cos θ1e1 + sin θ1e3

����� − cos θ2e1 + sin θ2e3.
ü�¼��Z�N�K�N��¡¶ý-�s£��Z�

�����N¼��§���Z��Î�¼	>����¡N¼��1�1� B2rε −Brε
��ý0��¼���	>�������A��¡ ¢���s��¤2�½����¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Îp¥��s¡��s¤��Z�N¡N�ª¬����N�ª���

Ūt = dt − ln(2r) + H̃rε,ϕt(r, θ) +OC2,α
b

(ε),

Ūb = db + ln(2r) + H̃rε,ϕb(r, θ) +OC2,α
b

(ε),

º»¼��Z¡N�x��¼���Á¹��¡ ��£´¼������M	>�s�����A�s¡¶¢É�����´� ϕi ∈ C2,α(S1), ýR�s¡ i = t, b, �s¡N�x¡ ��Ç!�����¶���Z�D���W	>�x�Z���Z���s�����¡¶��¼���Îs���A�s�4���z�N¼���£������¶�´�s���åýR����£Z�N�����@ wϕi �������s���Z�å�N¼����ª¡§¼A�s¡N¤������ª£p��Å1���Z���N�ª�����Z¯�ü�¼��2�s�N¼���¡�N��¡ ý-�s£Z�������������ª���Z���ª�"��¼��mÎ��ª������ÎÉ¥�¡N�1£Z������¡N�K¼A�����k	>���Z������� £�¡N�n	>�������"�N¼��m¥�¡N���*�ª�������N��	��N�Z£Z���ª���@¯
ü�¼���¥�¡N�1�sý4�ª�»�N�ª¤2�ª����¡x���D��¼���������Îs�ª������ýR��¡��N¼����s¡N��¤hø*¯ ÷ ¯ù�*A� ��ºx�§º»���ª�@Î��½���§�����½¢8��¼������ �N���������s�
�����´�s�ª����¯±«�£Z�N�A�s���½¢"����¥�¡ �'���§�N¼��§��¼�����¡ ��¤ �½�H�ª�»���Z£���� ���s¡¶¢z����� ¼��'º ��¼���� Å*��� �N����£Z�å�sý���� �����*�����s�
�sý���¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î�� ¢1�¶����¤ �sý0��Ç!�A���N�������





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

��� S1, ��������¡]�2���N�N��¤2¥��N�������N�ª¤2�ª����¡x���b[�ø�¯ûús��\ ¯�RQ��¡N�ZýR�Z¡»����� �?	��N�Z£Z���ª����ø*¯û�*¯ ÷ ýR��¡��N¼���� Å�¥�¡N���P¾�N�ª�����Í�sý Ut, Ub, Um, Ūm. ²³�x�ª�Í���Z£���� ���s¡ ¢����å¥>���ª�!�Í�����Í��¼����ÿ�����N¼����±�N�?	�� ��£Z�N�����2ºx�]£������N������¡Í�N¼��¤���¡N�D� ¢1¤�¤2����¡N�ª£D��Å��s¤�¥����^[ ξ = 0 \K���G�N¼���ý-��¤2�ª�½¢ (MT
k (ξ))ξ

¯!�*� �½�����§����£Z���N�N�s¡ ¢G���Ê¡ ��¥����s£��
ε/2 	�¢ 0 �ª����¼��§� Å�¥�¡N��� �N���s���]�sý���¼��§ýR����£Z�N������� Ut �s��� Ub ��ý0��¼��§�N��¥Ê�����'	>�s�N�N��¤ ��������¯
RQ�Íº��s���0���]¡N�Z¤"��¡NÄm�N¼��O	>���������s¡ ¢������´�»ýR��¡U�N¼��ÿ�N��¡ ý-�s£Z���0ºx�x�s¡ �ÿÎ��s����Î»�N�¹Îs�����±�N��Î�����¼��Z¡0���]���s�
���_�����¶ý�¢���¼��m�N�s¤��m¼�¢1¥>�s��¼��Z�N�Z�H�sýU��¡¶��¼��sÎ����A�����½�À¢�¯0«¹���>�sý/��¼��Z�N�mýR����£Z���ª�������s¡N�¹��¡¶��¼���Îs���A�s�����É��¼��

÷ ���



£��s��� ���s�!�ÍýR����£Z���ª���@�	����ÿ�����ª¢ ψt, ψb ��¡N�»��¡ �N¼���Î������s����� θ → cos θ ���1��¯4ü�¼��HýR����£Z���ª�����±���Z���s���Z�	!¢ OC2,α
b

(ε) ��¼A���K�s¥�¥>���s¡m�ª� ��¼���� Å*¥�¡N�Z�N�N���s���§��ý Ūi �s��� Ui, º»�ª��¼ i = t, b,m, ¼A�����D� Ã ����¡ ���Z¡�N�Z¡N�ª���ÿ����£��s¤2¥>�s�N�ª�N�����D£Z���!���s�����ª��Î��§�N��¡N¤~£����ª���ª�����s¡��N� cos θ �����ª¢��ªý��¼��]£Z��¡N¡ ���N¥>�s�����ª��Î@	>�������*¾�s¡¶¢D�A���´���ª�ÿ�s� �N��¤����2�N�@	>�]��¡ �N¼���Î��s�A�s�A�����½¢�������¼��]£��s��� ���s�!�ÿýR����£Z���ª���@¯ Ã ��¡ �N¼���¡ ¤2�s¡N����¼��Hý-��£Z�
��¼���� ξ = 0 [���¼��p£����N�����s���A�s�4�������å�s¡ �D���s��	>������\m�ª¤2¥��ª�½���¹�N¼A���KýR����£����ª�����mº»¼��ª£ ¼G¥��s¡���¤2����¡N�ª¬����¼��p����¥G�s���·	>�s� ����¤ �Z���Q�sý MT

k (0)
�s¡ �D��¡¶��¼���Îs���A�s�0��� cos θ. ²À�G�s�N¼���¡m����¡ ¤2�ZU���C���ªþ��¡N�Z��£��º»�ª�N¼[��¼��^�*£´¼��Z¡NÄ\�À¢1¥>�z� ��¡ ý-�s£Z���Zÿºx�z�s¡N�����s����	��ª�8�N�G¥�¡N��� £�¡N�n	>����¼���£Z�1�3§�£��ª���������ª�[ýR¡N�����D�sý

��¼��m���ªÎ����*ýR����£Z�N���s� cos θ ýR��¡Í��¼��¹£����N�������ª�A�s�>���������sý MT
k (0),

	>��£��s��� �§�ª�"�N¼����ÿ¤2��¡ �¹�¶¢1¤2¤��Z�N¡N��£
�N���N�N����Î��s¡N�K��	��ª��Î��Z�8���p���s���ª�N¼@¯
ü�¼�����¡N� �»�N¼�¡N�Z���ZÇ1�������ª�����»�ª���s�����p��¼����¶¢1� ���Z¤





ηt + ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε)

ηb + ϕb − ψb = OC2,α
b

(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε),

[�ø�¯���ú�\

º»¼��Z¡N� ηt = dt − σt, ηb = db + σb.
ü�¼��§�©�s�¶����¼�¡ ���§��Ç!�A���N���s���»Î��ª���m�N¼��§� ¢1� �N��¤





∂∗θ (ϕt + ψt) = OC1,α
b

(ε)

∂∗θ (ϕb + ψb) = OC1,α
b

(ε)

∂∗θ (ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε).

[�ø�¯�����\

V]�	ºS����£Z��¤�¥��������m�N¼��§¥�¡N�1��ý4�½�»�ª�»� ��§�£��ª�����H���D���N�K��¼��§����¤2�§�s¡NÎs��¤����!�N�»��ý4�N��	��N�Z£Z���ª��� ø�¯ ��¯ ÷ ¯
~�69Þ�6�~ abT!Lz|PD�B?B7j$BhjËUCT!LWB.D�LNM ~�6:5769~
ü���¥�¡N�	���§�N¼������N¼�����¡ ��¤ �ª���������Z£��Z�N���s¡¶¢��N�D��¡ �����»�N�Z¥A�s¡N�����Z�ª¢8�N¼��§£����N� k = 0 �s��� k > 1.

p æUÚXô�ÜAè�ÚTò�à�±Cq R$��º»�ª���xÎ��ª����¼A���ªý¹�·�*£´¼���¡ Ä[��Å��s¤�¥��ª�8º»�ª��¼ ¼A�s�½ý¹�e#�� µ � Å��s¤�¥����8º»�½��¼
α = β = 0. RQ�É��	��N�Z¡ ���É��¼A���]��¼��ª�]�N��¡¶ý-�s£����ª�]� ¢1¤2¤��Z�N¡N�ª£�º»�ª�N¼�¡ ���N¥>�Z£Z�m���"�N¼�� {x1 = 0} �����
{x2 = 0} ¥����s���Z��¯mü�¼��
�*£ ¼���¡NÄÊ��Å��s¤�¥��ª�É���]� ¢1¤2¤�����¡N�ª£�º»�ª��¼�¡ ��� ¥�Z£Z�K�N�"��¼�� {x2 = 0} ¥��©�s����¯ü���¥�¡N��� ��¡¶���D�N¼����¹¥�¡N��¥>�Z¡ �À¢���ýÍ� ¢1¤�¤2����¡ ¢Ê��� ��¼����N��¡ ý-�s£Z�p��	��´�������Z�a	�¢ �N¼��pÎs�����ª��Î"¥�¡ �1£�������¡N��
ºx�Hº»�ª����£������ �����Z¡Í�N¼��]¥>��¡¶����¡�	A���N�������sý M̃σ,0,0

º»¼���£´¼"�Z�_� �'¢1�Í��¼��H���s¤��H¤2�ª¡N¡ ��¡��¶¢*¤�¤��Z��¡¶¢�¯�ü�¼A�_�
���±�N¼��]�N��¡¶ý-�s£��]�������������;	!¢ St,λt,ξt,dt(ϕ) º»�ª��¼ λt = ξt = 0 �s��� dt = d. ²³�x£��s�;	>�]¥A�s¡���¤2����¡N�ª¬��Z������N¼����s���!������� B2rε −Brε

�s���N¼��K����¡¶����£��s�@Î�¡���¥�¼z�sý
Ū(r, θ) = − ln(2r) + d̄+ H̄vε,ϕ(ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε).

ü�¼��>�1£ ¼���¡NÄ�� Å��s¤2¥����K����¥A��¡��s¤��Z�N¡N�ª¬������s����¼��K���Z¡ �N��£����/Î�¡N�s¥�¼��sý
U(r, θ) = − ln(2r) + d+ H̃rε,ψ(r, θ) +OC2,α

b
(ε).

÷ ús�



«¹�§ýR�s¡K��¼���Á¹��¡ ��£´¼�������	>�������A�s¡¶¢C�A������Uºÿ�"���N�N��¤�� ϕ ���'	>�2�s�G�Z���Z�QýR����£Z�N�����C��¡ �N¼���Î������s�4�����¼���£Z�����¶�´�s���mýR����£Z�N�������s��� �N� θ → cos θ, �s��� ψ ���;	>�p�����Z���Z�}ýR����£Z���ª��� ��¡ �N¼���Î��s�A�s�/���2��¼��£��s��� ���s�!�»ýR����£����ª���@¯
ü��É¥�¡N�	���]�N¼��H��¼��Z��¡N�Z¤ �ª����¼��]£��s�N� k = 0, �½�ÿ�ª�Í����£Z���N�N�s¡ ¢2�N�É� ¼��'ºT�N¼��]��Å*���¶������£��¹�sýU���N���ª�����ª����sý���¼��KýR���ª�ª�'º»�ª��Î�� ¢1�¶����¤ �sý0��Ç!�A���N�������

{
U(rε, ·) = Ū(rε, ·)

∂rU(rε, ·) = ∂rŪ(rε, ·)
��� S1, �������Z¡m�s¥�¥�¡ ��¥�¡N�������å���N�N��¤2¥��N�������]���Ê��¼��å����¡ ¤2�H�sý���¼��ÉÁ¹��¡ ��£´¼�������	>�s�����A�s¡¶¢Ê�A�_�´�"�s�����¼���¥��s¡��s¤��Z�N��¡ � ξ, d, d̄. ü�¼��Z�N�å�ZÇ!�A���N�������»�ª���s���N�D�N¼��§� ¢1� �N��¤

{
η + ϕ− ψ = OC2,α

b
(ε)

∂∗θ (ϕ+ ψ) = OC1,α
b

(ε).
[�ø�¯�����\

º»¼��Z¡N� η = d̄− d. VH�'ºS���D£��s¤2¥��ª�Z�N�m��¼��K¥�¡N�1�sý0�ª���ª���N��§�£��ª�����H�N����� �§�N¼��§���s¤��§�s¡NÎs��¤2�Z�!�N�»�sý�N��	��N�Z£Z���ª��� ø�¯ ��¯ ÷ ¯�ü�¼������Z�´���������s¡ �§��¤��ª� ���Z�@¯
p æUÚ[ô�ÜAè�Ú

k > 1. ü�¼��D¥�¡N�1�sýÿ�sýÍ��¼��p��¼��Z��¡N�Z¤ ���}�N¼����K£��s�N�D���K�N�ª¤����ª�s¡]��¼��D¥�¡N�1�sýÿ�sýÍ��¼�����¡ ��¤ø�¯ ÷ ¯ ÷ ¯�²À�8ý-�s£�����¼�¡N���m�sýU�N¼��K� ��¡ ý-��£�����ºx�§��¡N�mÎ��s����Îå����Î������m��¡N�K��£Z��¤�¥A�s£Z��¥��ª��£��m�sý/��¼�� ¨ ��� ���_¾
¸]��þ�¤2�s�*¾P�Ê���ZÄ!�å��Å��s¤�¥���� Mk,

¼A�s�½ý��b�*£ ¼���¡NÄ}�À¢*¥>�2� Å��s¤2¥����2�����$�z¼���¡N�ª¬������´����¥>��¡ ���1���ª£9 ����
�s���!���ª���m�s�¹���Ê�N¼���¥�¡N�1�sý��sý��N¼�����¡ ��¤ ø�¯ ÷ ¯ ÷ ¯¹ü�¼��ÉýR����¡ �N¼��N��¡ ý-�s£Z�����]¼A�s�½ý±��#�� µñ��Å��s¤�¥������sý
��¼��H�N�s¤����À¢*¥>�H��ý��¼��H¥�¡N�1�sý�sý�N¼�����¡ ��¤ ýR��¡ k = 0. ü�¼��H� ��¡ ý-�s£Z���ÿ�s¡N��¥A�s¡���¤2����¡ ��¬��Z���s������¡¶���ª£��s�Î�¡N�s¥�¼z�	����¡ B2rε −Brε

��ý0��¼��§ýR�s���ª�	º»�ª��Î�ýR����£Z�N�������3T
Ūb(r, θ) = ln(2r) + db + H̃rε,ϕb(r, θ) +OC2,α

b
(ε),

ýR��¡��N¼��@�*£´¼���¡ Ä8�P¢1¥>��� Å���¤2¥����s
Ūm(r, θ) = H̃rε,ϕm(r, θ) +OC2,α

b
(ε),

ýR��¡��N¼��§¼���¡N�ª¬��s�!�´���@¥>�Z¡N���1����£� ����H�s���1�������Z
Ūt(r, θ) = − ln(2r) + dt + H̄vε,ϕt(ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε),

ýR��¡��N¼��$#å�ÊµW� Å��s¤2¥����s
Ut(r, θ) = σt − ln(2r) +Hψt(sε − ln(2r), θ) +OC2,α

b
(ε),

Ub(r, θ) = −σb + ln(2r) +Hψb(sε − ln(2r), θ) +OC2,α
b

(ε),

Um(r, θ) = H̃ρε,ϕm(
1

r
, θ) +OC2,α

b
(ε)

÷ ú ÷



ýR��¡���¼��z£Z��¤2¥��s£Z�D¥����Z£����sý]�N¼�� ¨ ��� ���_¾P¸H�sþ�¤2�s¤p¾P�Ê���ZÄ!�D��Å��s¤�¥�����¯ ü�¼��ÊÁ¹�ª¡N�ª£ ¼��ª�Z�9	>�������A�s¡¶¢
�A�����D�s¡N�K¡N��Ç!���Z� �N���Ê���
	>�§�Z���Z�ÊýR����£Z�N�������Z¯ Ã ����£Z���ª����� ψt, ψb �s¡N�K��¡ �N¼���Îs���A�s����p��¼��§£������¶�´�s���ýR����£����ª���Ê�s������� θ → cos θ.

Ã ����£Z���ª����� ψm, ϕt, ϕb, ϕm �s¡ �§��¡ ��¼���Î������s�@�����½¢8�N�D��¼��§£������¶�´�s���ýR����£����ª���@¯�²À����¼��ª��£��s� �§��¼��§�¶¢1� ���Z¤h�sý0��Ç!�A�_�����s�������D�N���½���§�ª�<T




ηt + ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε)

ηb + ϕb − ψb = OC2,α
b

(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε)

∂∗θ (ϕt + ψt) = OC1,α
b

(ε)

∂∗θ (ϕb + ψb) = OC1,α
b

(ε)

∂∗θ (ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε),

[�ø�¯�����\

º»¼��Z¡N� ηt = dt − σt, ηb = db + σb.
ü�¼��§���Z���s���ª�»��¡N�§�ª�Zý������D�N¼��§¡N���s���Z¡�¯

ø.ò0� (2131a25-!4!P4) (
� Ú"��Ø�àRá'àRã>Ø öBqn�Bq-Örq � �m� {Q| ` ∈ N ¯ α ∈ (0, 1)

v | � ν ∈ R ¯5xzyo{ ~��?v�� { C`,αν (Bρ0(0))
�D~
� {z�]|U{ �

x t;� {$xmyo{ ~���v�� { t��,� }´| � x �Ht | ~�� | C`,αloc (Bρ0(0))
��t`u  My �H� y"xzyo{ ��t`wmwDt   � |��=| t`u����D~ �]| � x�{

‖ρ−ν w‖C`,α(Bρ0 (0)).V]�	ºSºx��£��s�z� �´�_���K��¼��KýR�s���ª�'º»�ª��Îp¡ ���N���ª��¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�ö¶qn�Bqªõ¶q=� yo{ u {J{�� �D~ x ~@v | tj� { u�v x t`u

H̃ : C2,α(S1) −→ C2,α
0 (S1 × [ρ̄,+∞)),

~ } � y^xmy v x ��t`u { v�� ya{ � {Q| � }�| � x �Ht | ϕ(θ) ∈ C2,α(S1) ¯O My �H� y �D~ L2 ® t`u xzy t � t | v�w x t xzyo{ �jt | ~ x v |ox� }�| � x �Ht |�¯]xmyo{Q| wϕ = H̃ρ̄,ϕ
~Ft`w¹� { ~
{

∆wϕ = 0
t | S1 × [ρ̄,+∞)

wϕ = ϕ
t | S1 × {ρ̄}.

� t`u { t`� { u ¯
||H̃ρ̄,ϕ||C2,α

−1 (S1×[ρ̄,+∞)) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),
[�ø�¯�����\

��t`uW~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0
¦

Z8Ú1é$Ü�ó'òÊöBqD�BqªöBqhs�t`wmwDt   � |���xmyr{ v�u ��} � {Q|ox ~%t�� xmyo{ �iu_tFt��d� { wDt  M¯ � x �D~��otl~_~Q���<w {Ox t�~ x v x�{ v�~Q�m�9�mw�v�u�iu_tj�otF~Q� x �Ht | � }�xO  � xzy!xzyo{Wy´¤ �ot xmyr{ ~��D~ ϕ t<����¦

÷ ú��



� ó_ã@ã�ä_q RQ�\£Z����� �����Z¡ �N¼��\���Z£��s¤2¥>��� �ª�N�����S�sýp��¼��$ýR����£����ª��� ϕ º»�½��¼W¡ ���N¥>�Z£Z�}�N����¼��»	A�s� ���
{cos(iθ)} ���¼����H�ª�

ϕ =
∞∑

i=1

ϕi cos(iθ).

ü�¼��Z�Ê�N¼��§�N���ª�����ª��� wϕ �ª��Î��ª���Z�'	!¢

wϕ(ρ, θ) =
∞∑

i=1

(
ρ̄

ρ

)i
ϕi cos(iθ).

�*�ª��£�� ρ̄
ρ

6 1, ��¼��Z�
(
ρ̄
ρ

)i
6
(
ρ̄
ρ

)
, ºx��£��s�[£�����£Z�������8�N¼A��� |w(r, θ)| 6 cρ−1|ϕ(θ)| �����\��¼��Z�

||wϕ||C2,α
−1

6 c||ϕ||C2,α .

V]�	ºSºx��Î��½���m��¼��§� �������Z¤2�Z�!�H��ý��s�����N��ýR���U¡ ���N���ª�»º»¼����N��¥�¡ �1�sý0����£��s�!�´�������Z�z���·X���Z�¯
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�ö¶qn�Bq «�q=� yo{ u {J{�� �D~ x ~@v | tj� { u�v x t`u

H : C2,α(S1) −→ C2,α−2 ([0,+∞)× S1),

~ } � y>xmy v x ��t`udv�wmw ϕ ∈ C2,α(S1) ¯S{ � {Q| � }�| � x �Ht | v | �@t`u xmy t � t | v�w x t 1 v | � cos θ, � |
xmyo{ L2 ® ~ {Q| ~ {j¯xmyo{ � }´| � x �Ht | w = Hϕ
~Ft`w¹� { ~
{

(∂2s + ∂2θ )w = 0
� | [0,+∞)× S1

w = ϕ
t | {0} × S1

� t`u { t`� { u
‖Hϕ‖C2,α

−2
6 c ‖ϕ‖C2,α ,��t`uW~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0

¦
� ó_ã�ê�ã>è�àRá	àRã>Ø�ö¶qn�Bq � q=� yo{ u {J{�� �D~ x ~@v | tj� { u�v x t`u

H̄v0 : C2,α(S1) −→ C2,α
µ (S1 × [v0,+∞)),

µ ∈ (−2,−1), ~ } � y�xmy v x ��t`u { � { u ¤ � }´| � x �Ht | ϕ(v) ∈ C2,α(S1) ¯� My �H� y �D~ L2 ® t`u xzy t � t | v�w x t
e0,i(u)   � xzy i = 0, 1

v | � { � {Q|�¯hxzyo{ � }�| � x �Ht | wϕ = H̄v0,ϕ
~Ft`w¹� { ~

{
∂2uuwϕ + ∂2vvwϕ = 0

t | S1 × [v0,+∞)
wϕ = ϕ

t | S1 × {v0}.

� t`u { t`� { u ¯
||H̄v0,ϕ||C2,α

µ (S1×[v0,+∞]) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),
[�ø�¯��s��\

��t`uW~Ft`� { �jt | ~ x v |ox c > 0
¦

÷ úsø



� ó_ã@ã�ä_q RQ�\£Z����� �����Z¡ �N¼��\���Z£��s¤2¥>��� �ª�N�����S�sýp��¼��$ýR����£����ª��� ϕ º»�½��¼W¡ ���N¥>�Z£Z�}�N����¼��»	A�s� ���
{e0,i(u)} ���¼A���»���

ϕ =
∞∑

i=2

ϕie0,i(u).

ü�¼��Z�Ê�N¼��§�N���ª�����ª��� wϕ �ª��Î��ª���Z�'	!¢

wϕ(u, v) =
∞∑

i=2

e−i(v−v0)ϕie0,i(u).

RQ��¡N�Z£������Í��¼A��� µ ∈ (−2,−1) � �}ºx��¼��	��� −i 6 µ ýR¡N��¤<º»¼��ª£ ¼[�ª�ÉýR���ª�ª�'º»� |wϕ|2,α;[v,v+1] 6

eµ(v−v0)|ϕ|2,α �s���
‖wϕ‖C2,α

µ
= sup

v∈[v0,∞]

e−µv|wϕ|2,α;[v,v+1] 6 sup
v∈[v0,∞]

e−µveµ(v−v0)|ϕ|2,α 6 e−µv0 |ϕ|2,α.

� Ú*é$é$Ü�öBqn�¶qn¼Bq� {Qx u(r, θ) � {5xmyo{ªy v�u��;t | �H� {���x�{Q| ~Q�Ht | � {z�h|U{ �Jt | [r0,+∞)×S1 t�� xmyo{W{ � {Q|� }�| � x �Ht | ϕ =
∑

i>0 ϕi cos(iθ) ∈ C2,α(S1)
v | �
~ } � y'xmy v x u(r0, θ) = ϕ(θ).

� yo{Q|
∂∗θϕ(θ) = r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

� ó_ã@ã�ä_q ²³ý ϕ(θ) =∑i>0 ϕi cos(iθ),
�N¼�������¼��KýR����£Z�N����� u �ª��Î��ª���Z�'	!¢

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
cos(iθ).

ü�¼��Z�
∂ru(r, θ) =

∑

i>1

ϕi

(
r

r0

)i
i cos(iθ)

r
.

¨ ����� ��Ç!���������ª¢
∂∗θϕ(θ) = r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

� Ú*é$é$Ü+öBqn�Bqg�Uq� {Qx u(r, θ) � {Jxzyo{@y v�u��;t | �H� {���x�{Q| ~Q�Ht | � {z�]|U{ �^t | [0, r0] × S1 t�� xmyo{.{ � {Q|� }�| � x �Ht | ϕ ∈ C2,α(S1)
v | �
~ } � y!xzy v x u(r0, θ) = ϕ(θ).

� yo{Q|
∂∗θϕ(θ) = −r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

÷ ú��



� ó_ã@ã�ä_q ²³ý ϕ(θ) =∑i>0 ϕi cos(iθ),
�N¼�������¼��KýR����£Z�N����� u �ª��Î��ª���Z�'	!¢

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
cos(iθ).

ü�¼��Z�
∂ru(r, θ) = −

∑

i>1

ϕi

(r0
r

)i i cos(iθ)
r

.

¨ ����� ��Ç!���������ª¢
∂θϕ

∗(θ) = −r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

ø.ò<ñ�¯ (2131a25-!4"P�) á
� ó_ã@ã�ä§ã�ä�ê�ó'ã>ê�ã>è�à�á'à-ã>Ø öBqg�Uq-Öoq · �Z� Z 	>����¼��D�ª¤2¤��Z¡N� ���s���sýÍ�N¼��p�N��¡¶ý-�s£�� M̃σ,α,β

�s��� N �ª�N�
����¡ ¤"��������£�����¡Z¯�RQ�zº��s���2�N�I�����Y��¼��Ê���ªþ��¡ ���!�N�©�s����Ç!�A���N�����+�N�Qº»¼���£´¼k�CýR����£������s� f ¤p��� ����_�����¶ý�¢T�N��£ ¼%��¼A������¼��C�N��¡ ý-��£��G¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬Z���³	!¢ Zf = Z + fN ����¤2�ª���ª¤2����¯ ²À�%�N��£����ª���
ø�¯ûú*¯û�Éºÿ�§¥A�s¡N�s¤2����¡ ��¬��Z�8��¼��K� ��¡ ý-�s£Z� M̃σ,α,β

�����N¼��K£Z¢1���ª������¡ S1 ×R. R$�K������¡ �1����£��Z����¼��K¤2�s¥
z(x, y) : S1× [0, π[→ C̄ º�¼���¡ � x, y ���Z���s�N�]��¼��]�N¥�¼���¡N�_¾À£��s�A�s�>£��1��¡ �����A�_�����Z¯MR$�]� �´��¡ �ÿºx��¡ Ä!����Îº»�ª�N¼8�N¼��K£Z����ýR��¡ ¤"���>�_�s¡N����	����Z� p, q ���3�A���������J	>�§�����N¼��m¡N�����@�s���8��¼��m��¤2�sÎs�ª�A��¡ ¢�¥��s¡ ���sý z. ²³�¼����ª������¼A�_�

|Zp|2 = |Zq|2 = Λ, |Np|2 = |Nq|2 = −KΛ,

〈Np, N〉 = 〈Nq, N〉 = 0, 〈Zp, Zq〉 = 0, 〈Np, Nq〉 = 0,

〈Nq, Zq〉 = −〈Np, Zp〉, 〈Nq, Zp〉 = 〈Np, Zq〉,
�N�

〈Np, Zp〉 = |Np||Zp| cos γ1 =
√
−KΛcos γ1,

〈Np, Zq〉 = |Np||Zq| cos γ2 =
√
−KΛcos γ2.

¸]�Z¡N� K �����������Z�D��¼��zÌ������N�p£���¡¶�����N��¡N�� Zp, Zq �s��� Np, Nq
�������s�N����¼���¥A�s¡ �N�©���x���Z¡N�½�������½�����

�sýÍ��¼��p���Z£Z�N��¡N� Z ����� N, γ1 ���m�N¼����s��Î��ª�9	>���Pºx�Z���Q�N¼��p����£�����¡ � Np
����� Zp  γ2 �ª�m��¼����s��Î����	>�Z�Àºx�Z���Ê��¼��K����£�����¡N� Np

�s��� Zq.
ü�¼���¥�¡N�1�sýÿ�sýÿ¥�¡N��¥>�s�N�ª�N���s�Cø�¯��*¯ ÷ �ª�§�s¡ �N��£����©���N���}���C� ��¤��D�ª��¤�¤"����¯@R$�D���Z���s�N�=	�¢ Ef , Ff , Gf��¼���£��1�Q§�£����Z���K��ý���¼��É�N��£Z�����}ýR�����A�s¤������´�s�UýR��¡N¤ ýR��¡H��¼���� ��¡ ý-��£���¥A�s¡N�s¤��Z��¡ ��¬Z���b	!¢ Zf ¯mü�¼��ýR���ª���	º»�ª��Î����Z¤2¤2�ÉÎ��ª�s������¼���� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���Ê�sý���¼����s¡ ���D�Z����¡ Îs¢8ýR����£Z�N�������s�V¯

÷ ú�ú



� Ú*é$é$ÜQö¶q-Ö²±¶q-Örq
A(f) :=

∫ √
EfGf − F 2

f dp dq,

  � xmy
EfGf − F 2

f = Λ2 + Λ(f 2p + f 2q ) + 2KΛ2f 2 + 2f(f 2q − f 2p )
√
−KΛcos γ1

−4ffpfq
√
−KΛcos γ2 −KΛf 2(f 2p + f 2q ) + f 4K2Λ2.

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼���£��1�Q§�£��ª���!�N�H�sý0�N¼��§�N�Z£������zýR�������s¤����!���s��ýR��¡ ¤ �s¡N��T
Ef = |∂pZf |2 = |Zp|2 + f 2p + f 2|Np|2 + 2f〈Np, Zp〉,

Gf = |∂qZf |2 = |Zq|2 + f 2q + f 2|Nq|2 + 2f〈Nq, Zq〉,
Ff = |∂pZf · ∂qZf | = fpfq + f(〈Zp, Nq〉+ 〈Zq, Np〉).

ü�¼��Z�
EfGf = |Zp|2|Zq|2 + f 2p |Zq|2 + f 2q |Zp|2 + f 2(|Nq|2|Zp|2 + |Np|2|Zq|2)+

f 2(f 2p |Nq|2+f 2q |Np|2)+f 4|Np|2|Nq|2+4f 2(〈NpZp〉)(〈NqZq〉)+2f(f 2p 〈Nq, Zq〉+f 2q 〈Np, Zp〉)+
f 2p f

2
q + 2f(〈Nq, Zq〉|Zp|2 + 〈Np, Zp〉|Zq|2) + 2f 3(〈Nq, Zq〉|Zp|2 + 〈Np, Zp〉|Zq|2).�*�ª��£�� 〈Nq, Zq〉 + 〈Np, Zp〉 = 0 ����� |Zp|2 = |Zq|2 ºx�É£�����£��s��£��ª�����å�N¼A���]�N¼��É�©��� �H�Pºÿ�"�N��¡N¤���sý���¼��§¥�¡ �Z�1���s���»��Å*¥�¡N�Z�N�N�ª��� �s¡ �§¬��Z¡N��¯O�*�ª��£Z� 〈Nq, Zp〉 = 〈Np, Zq〉 ºx�§¼A�����

Ff = fpfq + 2f〈Np, Zq〉.
ü�¼��Z�

F 2
f = f 2p f

2
q + 4f 2(〈Np, Zq〉)2 + 4ffpfq〈Np, Zq〉.�*�D�N¼��§��Å*¥�¡ ���N� �����Ê�sý EfGf − F 2
f
���<T

|Zp|2|Zq|2 + f 2p |Zq|2 + f 2q |Zp|2 + f 2(|Nq|2|Zp|2 + |Np|2|Zq|2)+

f 2(f 2p |Nq|2+f 2q |Np|2)+f 4|Np|2|Nq|2+4f 2(〈Np, Zp)(〈Nq, Zq〉)+2f(f 2p 〈Nq, Zq〉+f 2q 〈Np, Zp〉)
−4f 2(〈Np, Zq〉)2 − 4ffpfq〈Np, Zq〉.Ôm¡N���Z¡N�ª��Îp��¼��K�N��¡N¤���ºx��Î�����T

|Zp|2|Zq|2 + f 2p |Zq|2 + f 2q |Zp|2 + f 2(|Nq|2|Zp|2 + |Np|2|Zq|2)− 4f 2(〈Np, Zq〉)2

+4f 2(〈Np, Zp〉)(〈Nq, Zq〉) + 2f(f 2p 〈Nq, Zq〉+ f 2q 〈Np, Zp〉)− 4ffpfq〈Np, Zq〉+
+f 2(f 2p |Nq|2 + f 2q |Np|2) + f 4|Np|2|Nq|2.

÷ ú��



ü�¼���� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª���Ê�sý EfGf − F 2
f
	>��£Z��¤����3T

Λ2 + Λ(f 2p + f 2q )− 2KΛ2f 2 + 4f 2KΛ2
(
cos2 γ1 + cos2 γ2

)
+

+2f(f 2q − f 2p )
√
−KΛcos γ1 − 4ffpfq

√
−KΛcos γ2 −KΛf 2(f 2p + f 2q ) + f 4K2Λ2.

®]� ����Î���¼��\¡N���������ª����� 〈Nq, Zp〉 = 〈Np, Zq〉 �s��� 〈Nq, Zq〉 = −〈Np, Zp〉, �ª���ª��¥>��� �N�n	����Q�����������¡N�¶�´�s������¼A�����N¼��Ê¡ ���������½����¥>���N�½���ª�����D�sý¹�N¼���� �Ê����£�����¡ �8�s¡ �Ê� ��£´¼���¼���� γ2 = π
2
± γ1.

�*�
cos2 γ2 = cos2(π

2
± γ1) = sin2 γ1

����� cos2 γ1 + cos2 γ2 = 1. ü�¼����zºx��£��s��º»¡N�½����T
Λ2 + Λ(f 2p + f 2q ) + 2KΛ2f 2 + 2f(f 2q − f 2p )

√
−KΛcos γ1

−4ffpfq
√
−KΛcos γ2 −KΛf 2(f 2p + f 2q ) + f 4K2Λ2.

ü�¼�������Å1�]�ª��¤�¤"�É£��s¤2¥��ª�Z�N������¼��§¥�¡ �1�sý0�sý0�N¼��§¥�¡N��¥>�s�N�ª�N���s��ø�¯��1¯ ÷ ¯
� Ú*é$é$Ü%öBq�Ö²±¶qªõ¶q!� yo{ ~ } um�3v�� {; My tF~ { �m�9� { uj~Q�Ht | �D~ � �m� {Q| � ¤ Z + fN,

�D~;�9� | �m�=v�w]� ��v | �t | w ¤ � � f ~<v x �D~ �d{ ~
Lσf +Qσ(f) = 0,

 Myo{ u { Lσ �D~ xmyo{ Bv��;Çdtj� { u�v x t`uOv | � Qσ
�D~¡v%~ { �jt | �kt`u�� { uO��� � { u {Q|ox ��v�w´tj� { u�v x t`u  My �H� y ~<v x �D~ �d{ ~

‖Qσ(f2)−Qσ(f1)‖C0,α(Iσ×[v,v+1]) 6 c sup
i=1,2

‖fi‖C2,α(Iσ×[v,v+1]) ‖f2 − f1‖C2,α(Iσ×[v,v+1]).

� ó_ã@ã�ä_q ü�¼��Ê�N��¡ ý-�s£Z� ¥��s¡���¤2������¡ ��¬Z���¨	�¢ Zf = Z + fN �ª��¤������ª¤2�����½ým�s�����s���ª¢\�N¼��'�A¡ � �
����¡N�©�_�����s���sý A(f) ��� 0 ¯±ü�¼����H���

2DA|f (g) =

∫
1√

(EfGf − F 2
f )|f=0

Df (EfGf − F 2
f ) (g) dp dq.

ü�¼A�s��Ä1�»���p��¼���¥�¡N�Z�1�ª�����»���Z¤2¤2�É�ª��¼����ª������¼A���
1√

(EfGf − F 2
f )|f=0

Df (EfGf − F 2
f )(g) =

1

Λ

(
2Λ(fpgp + fqgq) + 4KΛ2fg+

+2
√
−KΛcos γ1

[
2ffqgq + gf 2q − 2ffpgp − gf 2p

]
+

−4
√
−KΛcos γ2 [ffqgp + fgqfp + gfpfq] +

−2KΛ
[
fgf 2p + fpgpf

2 + fgf 2q + fqgqf
2
]
+ 4K2Λ2f 3g

)
.

µ»����¡ ����¡ ����Îp�N¼��§�N��¤�¤"���������ºx�§¼A������T
1√

(EfGf − F 2
f )|f=0

Df (EfGf − F 2
f )(g) = 2 (fpgp + fqgq + 2KΛfg+

÷ ú��



+
√
−K cos γ1

[
2f(fqgq − fpgp) + g(f 2q − f 2p )

]
+

−2
√
−K cos γ2 [f(fqgp + gqfp) + gfpfq] +

−K
[
fg(f 2p + f 2q ) + f 2(fpgp + fqgq)

]
+ 2K2Λf 3g

)
.

²À����¼��§��� Å1�]£��s¤2¥��*�´���N�����8ºx�§£����Ê� Ä!��¥���¼��Ký-��£Z���s¡H�p����ýR¡ ���!�»��ý0��¼��§�©�s�¶�»��Å*¥�¡ ���N�N�ª���@¯

fpgp + fqgq + 2KΛfg +Q1(f, fp, fq)g −Q2(f, fp, fq)gp −Q3(f, fp, fq)gq = 0,

º»¼��Z¡N�
Q1(f, fp, fq) = −(f 2p − f 2q )

√
−K cos γ1 − 2fpfq

√
−K cos γ2 −Kf(f 2p + f 2q ) + 2K2Λf 3,

Q2(f, fp, fq) = 2ffp
√
−K cos γ1 + 2ffq

√
−K cos γ2 +Kf 2fp,

Q3(f, fp, fq) = −2ffq
√
−K cos γ1 + 2ffp

√
−K cos γ2 +Kf 2fq.

«¹�z�ª�!���ZÎ�¡��_���ª���"	�¢�¥A�s¡¶���H�s��� �p£´¼A�s��Îs���sý0�N�ªÎ���Î��ª���K������¼��§�ZÇ!�A�����ª���BT
(fpp + fqq − 2KΛf −Q1(f, fp, fq)+

+P2(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) + P3(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq)) g = 0,

º»¼��Z¡N�
P2(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = ∂pQ2(f, fp, fq)

�s���
P3(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = ∂qQ3(f, fp, fq).

ü�¼A���H�ª�
P2(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = 2(f 2p + ffpp)

√
−K cos γ1 + 2(fpfq + ffpq)

√
−K cos γ2+

+K(2ff 2p + f 2fpp) + 2f(fp(
√
−K cos γ1)p + fq(

√
−K cos γ2)p) + f 2fpKp

�s���
P3(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = −2(f 2q + ffqq)

√
−K cos γ1 + 2(fpfq + ffpq)

√
−K cos γ2+

+K(2ff 2q + f 2fqq) + 2f(−fq(
√
−K cos γ1)q + fp(

√
−K cos γ2)q) + f 2fqKq.V]�	º ºÿ� £´¼A�s��Îs�Ê�N¼��Ê�_�s¡N����	��ª����x¥��s�N� ����ÎQýR¡ ��¤ ��¼�� (p, q) �_�s¡N����	��ª���D�N�Q�N¼�� (u, v) ���s¡ �©��	������Z¯ü�¼��Z�Cºx�pºx�s�!�K�N����������¡ � ���s���G¼��'º ��	>�	���D���ªþ��¡N�Z�!�N�©�s�0�ZÇ!�A�����ª���}£ ¼A����Î����Z¯>RQ�p¡N�Z£��s�ª�0��¼A�_� p�s��� q �s¡N�K��¼���¡N�������s���Ê��¤2�sÎ��½�A�s¡¶¢"¥A�s¡¶�]��ý4�N¼��§���s¡ �©��	���� z �sý0º»¼��ª£ ¼zºx��Ä!���	ºW��¼���� Å*¥�¡N�Z�N�N�ª����������Z¡N¤��§�sýÍ�N¼��D�N¥�¼���¡N�1£Z���A�s��£��1�s¡N���ª�A�����Z� x, y [-� ���b[-ø�¯û����\�\ ¯p²³���ª�KÄ!���'º»�C��¼A���K�N¼��D¤��Z��¡ ��£ ḡ��������£��Z� �s� ��� ��¡ ý-��£���º»¼����N�å�ª¤2¤��Z¡N�N�ª�s� Z �ª�HÎs�ª���Z�^	!¢��N¼���RQ�����Z¡N�¶��¡����N�]¡ ��¥�¡ ���N�Z�!�������ª���Ê��� �

÷ ús�



����¤2�s�ª���sý��N¼��§£��s¤2¥�����Å
z
¾³¥��©�����s�£����'	>�§��Å*¥�¡ ���N� �����ª���N��¡N¤����sý���¼��§¤2����¡ ��£ ds̄2 = dp2 + dq2,	!¢ ḡ = Λ(dp2 + dq2), º»¼��Z¡N� Λ = |Zp|2 = |Zq|2. ü�¼�� · ��¥��©��£���¾�&x���½��¡N�s¤��0�s¥>��¡��_����¡ �Kº»¡ �ª�N�N���º»�ª�N¼z¡ ��� ¥>��£Z�H���p��¼��§¤��Z�N¡N�ª£�� ds̄2 �s��� ḡ �s¡N�K¡N�Z�©���N���!	!¢iT

∆ds̄2 =
1

Λ
∆ḡ.

ü�¼A���p���É�N¼��Z¢\���½þ��Z¡J	�¢$��¼��8£�����ýR�s¡N¤2�s�Íý-�s£�����¡ 1/Λ. ²À� �N�Z£Z�N����� ø�¯��1¯ ÷ ºx����	��N��¡¶����� ��¼A�����N¼��£��s��ýR��¡N¤2�s�*ý-�s£Z�N��¡±¡ ���������Z�D���§�N¼��H£´¼A�s��Î��H�sý�£Z�1��¡N���ª�A���N��� (x, y)→ (u, v) �ª� −K/k. �1���N¼��H£Z���*¾ýR��¡ ¤"�s��ý-�s£�����¡0�����x�N�¹��¼��x£ ¼A����Î����sý�£Z�1��¡N�����A���N��� (p, q)→ (u, v) �ª�4��	*�´�s�ª�����>	!¢É¤����ª���ª¥��½�ª£������½����sý���¼��§£Z����ýR��¡ ¤"����ý-�s£�����¡ �»���Z�N£Z¡N�D	>�Z� ��	>�'����¯O�*��¤�¤"�s¡ �ª¬��ª��Î��ª��¼����ª������¼A���
fpp + fqq =

−KΛ

k
(fuu + fvv).

�*�Dºÿ��£��s��º»¡N�ª�N�
−KΛ

k
(fuu + fvv) + 2 (−KΛ) f +R1 +R2 +R3 = 0,

º»¼��Z¡N�

R1(f, fu, fv) = −
−KΛ

k

[
−(f 2u − f 2v )

√
−K cos γ1 − 2fufv

√
−K cos γ2 −Kf(f 2u + f 2v )

]
−2K2Λf 3

=
−KΛ

k

[
(f 2u − f 2v )

√
−K cos γ1 + 2fufv

√
−K cos γ2 +Kf(f 2u + f 2v )− 2Kkf 3

]
=

−KΛ

k
P̄1(f, fu, fv),

R2(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv) =
−KΛ

k
P2(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv)

�s���
R3(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv) =

−KΛ

k
P3(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv).

RQ��£��s��º»¡N�½����A� ��¤�¥���� ý�¢1�ª��ÎÉ��¼��§���s�������ª���BT
−KΛ

k

[
fuu + fvv + 2k(u, v)f + P̄1(f) + P2(f) + P3(f)

]
= 0.

RQ��£��s�z¡N�Z£���Îs����¬Z�K��¼�� · �s¤�¦K��¥>�Z¡����N��¡�
Lσf = fuu + fvv + 2(sin2 σ cos2 x(u) + cos2 σ sin2 y(v))f,

��¼����@A�ªýUºx��� �Z� Qσ = P̄1(f) + P2(f) + P3(f),
��¼��§�ZÇ!�A�����ª���z£��s�'	>�Kº»¡N�ª� ���Z�

Lσf +Qσ(f) = 0.

÷ ú��



ü����N¼��	º ��¼��§�Z� ���ª¤"�_���§��	>����� Qσ
�����N�´§2£Z���Z�!�»���D�N¼��	º ��¼A���H�s�ª�@�½����£Z�1�3§�£��ª�������]�s¡ ��	>�����������@¯

²À�+¥A�s¡ �N��£Z���©�s¡åºx��º»�ª���x�N¼��'º ��¼A�_�D��¼�� Ì§�s��� ��£Z��¡ �_������¡ � K �����+�ª���p����¡N�½�����N�ª���Z� Ku, Kv
�s¡N�	>�����������@¯hRQ�K� ���s¡ ����	��N�Z¡ �1����Î���¼���� −K

k(x(u),y(v))
���d	>�s�������Z�@¯±²³�»�ª�xºx�Z����Ä!���	º»���N¼A�����N¼���Ì§�s��� �

£���¡ ���_����¡N�§¼A�s����¼��§ýR�s���ª�'º»�ª��Îp� Å�¥�¡N��� �N���s� �ª�����Z¡N¤��»�sý���¼���RQ�Z����¡ � �N¡��s�N�»�A����� g, dh T

K = −16
(
|g|+ 1

|g|

)−4 ∣∣∣∣
dg

g

∣∣∣∣
2

|dh|−2

RQ�±¡ ��£��s�����N¼A��� dh = µdz√
(z2+λ2)(z2+λ−2)

. �*����£�� |z2+λ2||z2+λ−2| �s��� k(x, y) = sin2 σ cos2 x(u)+

cos2 σ sin2 y(v) ¼A�����"��¼��"���s¤��"¬Z��¡N�1�Z����N¼A�����ª�å�N¼��8¥>�s���!�N� D,D′, D′′, D′′′ Î��ª���Z��	!¢³[-ø�¯ù��ø�\ 
��¼���� −K/k ���ª	>����������� �s��ºÿ�����/�s�»�½�������Z¡N�½�������½�����Z¯
RQ�G£����SÎ��½���G�s�%��� �N��¤2�����}��ýå��¼��C����¡ �ª�����N�ª���Z�z��ý K �s��� √−K. RQ�G£��s�%º»¡N�½��� √−K =√
k
√

−K
k
.
Ã ¡N��¤ ��¼��D��	�� ��¡¶�������ª�����§¤2�s���D��	>�	���D�ª�mýR�����ª�	º»�m�N¼A���§�ª�K���K� ��§�£����Z�!�§����� ������¢}�N¼��

���Z¡N�ª�_�����½�����»��ý √k ���D�N¼��	º ��¼A�_�»�N¼��§����¡ �ª���_���ª���Z�»�sý √−K �s¡ ��	>�����������@¯
RQ��¡ ��£��s�����N¼A���

l(x) =
√

1− sin2 σ sin2 x m(y) =
√

1− cos2 σ cos2 y.

Ã ¡N�s¤ ��¼��§� Å�¥�¡N��� �N���s�Ê�sý k, ��� ����Î^[�ø�¯ ø���\ÿ�ª����������� ¢8���DÎ��Z�<T
∂

∂u

√
k = −sin2 σ sin 2x(u)

2
√
k

l(x(u)),

∂

∂v

√
k =

cos2 σ sin 2y(v)

2
√
k

m(y(v)).

ü�¼��Z�
∣∣∣∣
∂

∂u

√
k

∣∣∣∣ =
sin2 σ| sin 2x(u)|l(x(u))

2
√

sin2 σ cos2 x(u) + cos2 σ sin2 y(v)
6

sin2 σ| sin 2x(u)|
2 sin σ| cos x(u)| 6 sin σ,

∣∣∣∣
∂

∂v

√
k

∣∣∣∣ =
cos2 σ| sin 2y(v)|m(y(v))

2
√

sin2 σ cos2 x(u) + cos2 σ sin2 y(v)
6

cos2 σ| sin 2y(v)|
2 cos σ| sin y(v)| 6 cos σ.
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ø.ò<ñ$ñ (2131a25-!4"P�) ý
ü�¼������ªþ��¡N�Z�!�N�©�s���ZÇ1�������ª���

sin y ∂y (sin y ∂yf)− j2f + 2 sin2 y f = 0 [�ø�¯�� ÷ \
���H��¥A��¡ ���ª£������s¡�£��s�N��[ l = 1 \��sý0��¼��å�s�N� �1£��������Z� · ��Îs������¡ �å���ªþ��¡ �������©���/�ZÇ1�������ª���@A�N¼A���]�ª�HÎs�ª�����	!¢

sin y ∂y (sin y ∂yf)− j2f + l(l + 1) sin2 y f = 0,

º»¼��Z¡N� l, j ∈ N. ü�¼��§ý-�s¤���� ¢"�sý���¼��§� �����*�����s������ý4��Ç!�A�_�����s�»[-ø�¯�� ÷ \k[-� ���.X ÷ Zg\��ª�
c1P

j
l (cos y) + c2Q

j
l (cos y),

ýR��¡ l = 1, º»¼���¡ � P j
l (t)

�s��� Qj
l (t)

�s¡ ��¡N��� ¥>��£����ª�s���ª¢��N¼��H���N�N�1£Z�©���N��� · �ZÎ��Z����¡N��ýR����£����ª�������sýi�A¡ � �
�s���z� ��£Z�����ÊÄ1�ª���@¯�²³ý l = 1 ��¼��Z�N�§ýR����£������s���H�s¡ �§���Q�A���Z���s��ýR�s���ª�	º»�<T

P j
1 (t) =





t �ªý j = 0

−
√
1− t2 �ªý j = 1
0, �½ý j > 2,

Qj
1(t) = (−1)j

√
(1− t2)j

djQ0
1(t)

dtj
�s��� Q0

1(t) =
t

2
ln

(
1 + t

1− t

)
− 1.
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